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内 容 简介 

本 书 大 部 分 内 容 是 作者 近期 的 研究 成 果 ， 全 书 较 系 统 地 讲述 了 各 种 三 
EDH, n 值 型 畔 以 及 连续 值 亚 辑 理论 ; 为 模糊 命题 演算 建立 了 一 大 形式 
演绎 系统 ; 把 模糊 推理 纳 人 了 严格 的 逻辑 轨道 ， 从 整体 赋值 出 发 ， 建 立 了 
积分 语义 学 理论 ， 为 近似 推理 提供 了 一 种 可 能 的 框架 ; 系统 论述 了 Pavel- 
ka 小 辑 并 迫 要 论述 了 抽象 馆 辑 . l 

本 书 可 作为 计算 机 专业 、 自 动 控制 专业 的 研究 生 教材 ， 也 可 供 和 数学 及 
有 关 专 业 的 高 年 级 本 科 生 使 用 . 
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关于 数学 的 适当 刘邦 基础 的 问题 ，…… ， 过 分 这 来， 
严密 性 ， 将 引入 绝境 而 失去 它 的 真正 意义 ， 数 学 仍然 是 
活跃 而 害 有 生命 力 的 ， 但 是 它 只 能 建立 在 实用 的 基础 
+. 

(Æ) Morris Kline 


我 们 首先 就 本 书 的 书 名 《 非 经 典 数理 塑 辑 与 近似 推理 $》 的 来 
历 以 及 所 写本 书 的 目的 作 一 说 明 ， 以 便 读者 决定 本 书 是 否 合 干 他 
们 学 习 或 参考 ， 这 得 从 本 书 的 论题 与 数理 次 辑 学 科 的 关系 谈 起 . 

数理 逻辑 已 经 有 300 多 年 的 历史 .如 果 从 1880 年 前 不 久 正 
式 提出 谓词 演算 和 集合 论 时 算 起 ， 那 也 已 有 100 多 年 的 历史 了 
( 见 文 献 [47，49])， 如 今 数理 次 辑 已 经 发 展 成 为 一 门 校 繁 叶 茂 
的 学 科 了 ， 按 文献 [50] 的 划分 ， 数 理 铸 部 包括 模型 论 、 公 理 集 
合 论 、 递 归 论 和 证 明 论 四 个 部 分 ， 而 按照 文献 [47] 的 划分 ， 则 
教理 履 辑 可 分 为 五 个 部 分 ， 即 ， 在 以 上 四 个 部 分 之 外 再 单独 把 次 
辑 演 算 提 出 来 作为 一 个 部 分 .从 应 用 的 广泛 与 普及 性 的 角度 来 
看 ， 我 们 以 为 后 面 这 种 划分 是 更 为 恰当 的 .事实 上 ， 数 理 迎 部 是 
一 门 相当 艰深 的 学 科 ， 以 至 于 连 许多 数学 家 也 与 数理 黎 辑 学 家 缺 
乏 足 够 的 沟通 ， 或 许 De Morgan 的 话 在 一 定 程度 上 反映 了 这 种 情 
况 ， 他 说 : “我 们 知道 ， 数 学 家 对 于 塑 辑 不 如 慑 辑 学 家 对 于 数学 
MERG” (# f X [46]). 383830 F E K 3338 3:41 FP 
受到 广大 非 数理 逻辑 专家 们 最 为 关心 的 部 分 .为 了 填补 数学 家 与 
3 4 ea 2 FS. A. G. Hamilton 专门 写 了 一 本 《数学 家 
KEHF) 【参看 文献 [45]), 在 总 共 七 章 中 前 四 章 就 讲 的 是 次 
辑 演算 .如果 我 们 把 模型 论 、 公 至 集合 论 、 递 归 论 和 证 明 论 称 作 
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经 典 数理 部 辑 的 话 ， 那 么 本 书 的 “ 非 经 典 数理 敢 辑 ”自然 就 不 属 
于 以 上 各 范畴 了 ， 这 里 我 们 并 未 将 加 辑 演算 排除 在 外 ， 因 为 逆 辑 
演算 是 本 书 的 重要 组 成 部 分 ， 不 过 本 书 的 部 辑 演算 又 与 经 典 的 次 
辑 演 算 有 很 大 不 同 . 

经 典 的 凶 辑 演算 主要 包括 命题 演算 与 谓词 演算 (也 称 一 阶 姿 
#) 两 个 部 分 .从 一 定 意义 上 讲 ， 这 两 部 分 的 内 容 在 于 从 形式 上 
分 析 命 题 之 间 的 关系 以 及 命题 自身 的 结构 从 而 达到 判定 命题 真 伪 
的 目的 ,然而 并 非 每 个 命 惠 都 可 用 “ 真 ” 与 “ 假 ”这 两 种 情况 来 
判定 .一 个 着 名 的 例子 是 J，Lukasiewicz 的 下 述 命题 ; 

命题 1 明年 12 月 21 日 中 午 我 将 在 华沙 ， 

对 这 个 未 来 的 事件 我 们 既 不 能 断定 其 为 真 ， 也 不 能 断定 其 为 
假 ，Eukasiewicz 引入 了 不 同 于 “ 真 ” 和 “ 假 ” 的 第 三 个 值 来 表 
示 其 真实 程度 ,并 提出 了 三 信和 做 辑 的 理论 ， 让 我 们 更 加 展开 一 
些 ， 考 虑 下 面 的 两 个 命题 : 

命题 2 ”以 后 我 将 成 为 名 人 ， 

命题 3 如果 我 成 了 名 人 人， 大 家 一 定 会 高 兴 的 . 

这 里 命题 2 和 命题 1 属 干 间 一 类 型 ， 只 是 命题 1 中 很 确切 的 
“明年 12 月 21 日 中 午 "， 在 命题 2 中 改 成 了 模糊 不 清 的 “以 后 ”， 
命题 1 中 很 清楚 的 “在 华沙 "， 在 命 蚌 2 中 变 成 了 难以 判定 其 是 
或 否 的 “成 为 名 人 ”所 以 命题 2 比 起 命题 1 来 更 不 能 仅仅 用 
“ 真 ” 与 “ 假 ” 这 两 个 信和 去 判断 其 真 伪 了 ， 这 里 的 命题 2 不 只 是 
-论断 具有 不 确定 性 ， 而 且 命 题 中 出 现 的 概念 还 具有 横 烟 性 ， 至 于 
命题 3 这 种 条 件 句 ， 虽 然 从 名 型 上 看 属于 “车 外 则 B” 的 可 判定 
其 真 伪 的 命题 ,但 由 于 入 与 妃 包 含 了 诸如 “名 人 ”、“ 大 家 ”和 
“高 兴 ” 等 许多 模糊 概念 ,所 以 实际 上 命题 3 是 难于 用 “ 真 ” 和 
“ 候 ” 这 两 个 明确 值 去 判定 其 真 伪 的 ， 如果 在 命题 3 的 基础 上 再 
加 上 “我 成 了 比较 有 名 的 人 ”， 那 么 是 否 可 以 得 出 “大 家 出 较 高 
兴 ” 的 结论 啤 ? 这 些 都 不 属于 经 典 逻 辑 所 讨论 的 范围 . 但 这 类 命 
题 与 推理 在 日 常生 活 乃 至 工程 技术 领域 里 是 大 量 存在 的 如， 已 
知 


命题 4 ”如 果 扬声器 里 有 严重 的 交流 声 ， 则 多 半 是 滤波 电容 器 失效 了 . 

那么 如 果 “ 扬 声 峰 里 有 交流 声 〈 不 很 严重 )”， 则 修理 工 往往 
就 会 根据 命题 4 推断 “滤波 电容 器 可 能 容量 不 足 了 ”， 再 如 已 如 

命题 5” 如果 小 轿车 在 行驶 中 方向 盘 明 辆 拉动 ， 则 多 半 是 轮胎 没 气 了 . 

那么 如 果 “ 方 向 盘 有 拌 动 (但 不 明显 )”， 则 贺 驶 员 往 往 会 考 
不 “是 否 辊 胎 充 气 不 足 ”， 等 等 ， 近 年 来 兴起 的 模糊 推理 方法 正 
是 针对 这 类 带 有 模糊 性 的 推理 而 提出 的 . 通过 用 模糊 集 表 示 模 类 
概念 ，L. A. Zadeh 提出 了 解决 上 述 问 题 的 CRI 方法 ， 只 是 似 
乎 与 逆 辑 并 无 多 大 联系 了 . 

Zadeh 是 美国 加 州 大 学 伯克利 分 校 的 控制 论 专家 ， 他 于 1965 
年 提出 了 模糊 集 的 概念 9] ， 此 后 又 于 1973 年 提出 了 著名 的 CRI 
FAA, 模 精 推理 一 经 提出 ， 立 即 引 超 了 工程 技术 界 的 关注 ， 
20 世纪 70 年 代 以 后 各 种 模糊 推理 方法 纷纷 被 提出 ( 见 文献 
[10])， 并 被 应 用 于 工业 控制 与 家 电 产 品 的 制造 中 ， 取 得 了 很 大 
RRD. 但 是 值得 提出 的 是 ， 模 类 推理 虽然 在 应 用 上 是 成 功 的 ， 
但 在 理论 基础 上 却 并 非 无 懈 可 击 ， 并 没有 妇 入 于 严密 的 次 部 系 统 
之 中 ， 以“ 模 糯 逻辑 ”或 相近 的 名 称 命名 的 文章 甚至 书籍 固然 不 
少 ,但 均 未 能 为 模糊 推理 奠定 理论 基础 ， 比 如 不 久 前 出 版 的 以 
“Fuzzy Logic” 命 名 的 书 [只 收录 了 48 篇 不 同 领 域 里 的 文章 ， 
实在 是 与 模 栅 还 和 辑 相 上 距 甚 远 的 有 名 无 实 的 书 藉 . J. Pavelka 的 系 
列 文章 [22] 倒 真是 高 水 平 的 模糊 姿 辑 的 专 论 ， 只 是 并 不 与 诸如 
CRI 方法 等 模糊 推理 理论 挂 务 ， 难 怪 1993 年 会 嵌 发 一 场 关于 模 
衫 逻辑 的 争论 .1993 年 了 月， 加 州 大 学 圣 移 总 分 校 的 C，Flken 
在 美国 第 11 届 人 工 智能 年 会 上 作 了 是 为 “模糊 远 辑 的 似是而非 
的 成 功 ” 的 报告 ， 引 起 了 一 场 轩然大波 . 此 后 量 有 15 位 专家 所 
稿 批 陪 Elken HAA, E Elken 并 未 被 完全 说 服 ， 他 又 以 “关于 
模 烂 逻辑 的 似是而非 的 争论 ”作答 .1995 £, F. A. Watkins 
X#XW RERET” (64 XW [6, 11—14, 27]). HT 
见 模 煌 推理 方法 的 理论 基础 问题 的 确 是 值得 商 椎 的 . 

本 书 作者 从 20 世纪 70 年 代 末 开 始 从 事 模 精 拓 扑 学 与 格 上 拓 
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扑 学 的 研究 ， 培 养 了 一 批 博士 与 硕士 研究 生 . 在 教学 与 科研 这 程 
中 发 现 格 上 拓扑 学 的 研究 方法 特别 是 其 中 关于 序 结构 的 若干 基本 
思想 似 与 上 述 各 类 模 业 推理 方法 有 某 些 相通 之 处 .近年 来 随 着 作 
者 对 模 灶 推理 问题 逐渐 增多 的 介入 和 认识 ， 也 受 朋 友 们 积极 建议 
WR, T 1993 年 开始 招收 “多 值 赣 辑 与 模糊 次 辑 ” 方 向 的 研 
究 生 ， 作 为 改 材 的 一 部 分 ， 我们 曾 试 用 过 文献 [3 一 5]， 并 系统 
讲授 过 M.Mukaidono X + $ W% H A 8 A g RET D, Z J. 
Pavelka 的 题 为 “On Fuzzy Logic” 的 系列 文章 [2 2]. 关于 文献 
[5]， 确 实 是 一 部 很 不 错 的 专著， 只 是 其 中 关于 多 值 带 辑 的 理论 
部 分 仅 限于 讨论 函数 完备 性 问题 ， 似 乎 面 罕 了 一 些 ， 文献 [4] 
是 由 著名 的 多 值 部 辑 学 家 G，Epstein 撰写 的 ， 内 容 比 较 丰 富 ， 
只 是 似乎 侧重 于 多 值 玫 辑 的 代数 理论 和 部 辑 电 路 的 分 析 ， 并 没有 
逻辑 演算 的 内 容 . 而 文献 [3] 则 属于 关于 多 值 塑 辑 的 早期 理论 ， 
作为 教材 是 远 远 不 够 的 . 另 一 方面 ， 作 者 于 逝 年 来 在 学 习 、 讲 授 
以 及 组 织 讨论 班 的 过 程 中 逐渐 增多 了 对 多 值 塑 辑 与 模糊 层 辑 的 了 
解 ， 也 撰写 和 发 表 了 一 些 这 方面 的 文章 《 见 文献 [51 一 55，6， 
8, 27, 30, 39—44, 71—72, 74—76]). AR- 1 R + 2 ë # 
的 教材 ， 作 者 就 萌发 了 自己 编写 一 部 讲义 的 想法 .那么 内 容 如 何 
RER? 经 过 一 段 讲课 与 讨论 并 听取 了 有 关 专 家 的 意见 ， 决 定编 
写 一 部 能 包 食 以 下 内 容 的 教材 : _ 

第 一 ， 较 系统 地 介绍 多 值 〈 命 题 ) # 3038 X FE3b. 

第 二 ， 提 出 一 种 新 的 模 焕 命题 演 算 的 形式 系统 以 求 为 模糊 推 
PALERE. 

第 三 ， 用 积分 方法 建立 一 种 语义 系统 ， 为 近似 推理 提供 一 种 
可 能 的 框架 . 

第 四 ， 介 绍 G、Gerla X T3 8 # J. Pavelka X TÆ 
部 辑 的 工作 ， 为 开展 进一步 的 工作 莫 定 基础 、 

作者 杂 取 了 朗 讲 、 这 讨论 、 亡 总 结 的 办 法 .在 此 期 间 还 先后 
流 请 了 东京 明治 大 学 的 向 左 政 男 、 大 际 电 气 通信 大 学 的 水 本 雅 
隧 、 上 海 铁道 大 学 的 胡 谋 、 南 京 航空 航天 大 学 的 朱 榴 醒 、 英 国 
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剑桥 大 学 的 P. T. Johnstone、 清 华 大 学 的 应 明生 、 西 安 交通 大 
学 的 张 文 修 、 捷 克 奥 斯 特 洛 瓦 大 学 的 名 ，Novik WEMAS RE 
索 夫 大 学 的 I，Perfilieva 等 知名 专家 来 我 所 讲学 .这 些 不 仅 开 阅 
了 我 们 的 视野 ， 也 丰富 了 我 们 的 教学 内 容 ， 向 下 关 于 多 值 座 辑 范 
式 的 研究 ， 水 本 关于 模糊 推理 的 著 亿 工作 ，Jchnstone B 3 8638 
辑 ， 应 明生 在 近似 推理 等 方面 的 重要 工作 ， 张 文 修 与 梁 怡 在 不 确 
定性 推理 方面 窜 于 启发 性 的 思想 以 及 Novák 继 Pavelka 之 后 的 系 
列 成 果 (参看 文献 [32，57 一 70] 等 )， 在 本 书 的 形成 中 都 直接 
或 间接 地 起 了 很 大 的 借鉴 和 促进 作用 ， 岂 于 多 信 竭 辑 涉 及 雇 辑 演 
算 的 语法 问题 、 语 义 问题 、 代 数 问 题 、 函 数 完备 性 问题 、 痪 辑 表 
达 式 的 极 小 化 问题 以 及 在 敢 辑 电路 上 的 应 用 等 多 个 方面 ， 而 模糊 
敢 辑 至 今 尚未 有 一 个 成 热 的 系统 ， 所 以 本 书 的 撰写 目的 最 然 是 明 
确 的 ， 但 似乎 不 大 容易 找到 一 个 能 恰当 地 涵盖 其 内 容 的 书 名 ， 最 
近 国 家 自然 科学 基金 设立 了 “ 格 上 拓扑 学 与 非 经 典 数理 逻辑 ”的 
重点 资助 项 目 ， 考 虑 到 作者 也 正 是 在 从 事 这 方面 的 研究 ， 所 以 就 
将 书 名 定 为 《 非 经 典 数理 次 辑 与 近似 推理 》， 至 此 读者 也 已 看 到 
本 书 的 内 容 的 确 与 经 典 数理 敢 辑 有 很 大 的 不 同 . 当然，“ 非 经 典 
数理 塑 辑 ” 的 名 称 是 大 了 一 些 ， 但 为 了 强调 其 特点 ， 我 们 还 是 使 
用 了 “ 非 经 典 ” 一 词 ， 

本 书 的 内 容 是 这 样 安排 的 : 在 第 一 章 介绍 自由 代数 的 概念 并 
简要 复习 经 典 命题 演算 的 内 容 ， 使 得 即使 从 未 接 侧 过 数理 雇 辑 的 
读者 也 可 以 顺利 地 阅读 以 后 各 章 . 第 二 章 介 绍 Lukasiewicz 的 三 
值 系统 La, Bochvar 的 三 值 系统 B, Kleene 的 三 值 系统 K, 和 
Gödel 的 三 值 系统 G3， 然 后 将 其 一 般 化 为 刀 值 系统 ， 最 后 介绍 
作者 新 近 提 出 的 S (a- 重 言 式 ) 理论 . 第 三 章 介 绍 作 者 提出 的 
命题 演算 的 形式 系统 9 .第 四 章 介绍 Z 中 的 语义 理论 并 讨论 模 
糊 推理 的 逻辑 基础 、 第 五 章 介绍 作者 提出 的 积分 语义 理论 并 为 近 
似 推 理 提供 一 种 可 能 的 框架 . 第 六 章 介 绍 抽象 逻辑 的 基本 思想 ， 
第 七 章 系统 介绍 Pavelka 的 模糊 刻 辑 ， 并 在 许多 地 方 作 了 详细 的 
分 析 或 评注 ， 以 使 读者 能 比较 容易 地 领会 或 许 被 做 杂 的 推导 按 盖 
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了 的 基本 思想 ， 最 后 在 第 八 章 中 作者 通过 将 模糊 推理 抽象 化 和 形 
式 化 的 方法 在 经 典 迎 辑 学 中 建立 了 模 帆 推理 的 非 区 由 形 式 ， 从 而 
在 一 定 意 义 下 为 模糊 推理 建立 了 严格 的 逆 辑 基础 .请 读者 注意 ， 
本 书 的 第 五 、 六 、 七 、 八 各 章 基本 上 是 独立 的 ， 它 们 都 只 有 很 少 
的 部 分 是 依 冻 于 前 而 的 章节 ， 本 书 员 然 是 研究 生 教 材 的 一 部 分 ， 
但 相信 理工 科 院 校 计算 机 专业 等 需要 了 解 非 经 典 迎 辑 与 近似 推理 
的 高 年 级 学 生 可 以 版 利 地 国 读本 书 ， 本 书 虽 然 没 有 安排 专门 的 习 
题 ， 但 为 了 加 深 读者 的 理解， 作者 在 各 章节 中 阶段 性 地 提出 了 若 
干 思考 题 供 读者 自行 练习 . 

本 节 的 各 部 分 内 容 都 向 研究 生 或 青年 教师 讲授 过 ， 其 中 不 少 
是 作者 新 近 完 成 的 科研 成 困 ， 各 部 分 都 经 过 多 次 讨论 ， 尽 管 恕 
此 ， 限 于 作者 的 水 平 ， 不 妥 乃 至 雇 误 之 处 都 在 可 能 之 列 ， 希 望 各 
位 专家 与 读者 不 吝 晤 教 

近 几 年 参加 听课 或 讨论 的 除了 我 自己 的 研究 生 修 健 、 朱 安 、 
何 颖 俞 、 刘 练 珍 、 周 保 居 、 王 向 云 、 任 芳 、 王 三 民 、 斐 道 武 和 吴 
洪 博 外 ， 尚 有 西安 公路 交通 大 学 的 何 文 和 任 功 全 副教授 ， 西 安 交 
通 大 学 的 博士 研究 生 杨 晓 研 、 郑 亚 林 、 程 国 态 ， 中 国人 民 解 放 军 
空军 第 二 飞行 学 院 的 朱文 草 ， 上 海 师范 大 学 的 陈仪 香 博士 ， 聊 坡 
师范 学 院 的 孟 哈 副教授， 西北 工业 大 学 的 博士 后 李 永 明 ， 新 加 坡 
南洋 理工 大 学 的 赵 东 升 博 士 ， 固 原 师 专 的 辛 族 东 以 及 陕西 师范 大 
学 数学 系 的 教授 杨 忠 强 博士 、 柳 太 和 博士 、 赵 彬 博士 和 李 生 刚 博 
土 等 他 们 曾 所 出 过 许多 好 的 意见 和 建议 ， 本 书 的 部 分 内 容 曾 在 
西南 交通 大 学 、 上 海 师范 大 学 、 深 圳 大 学 、 西 安 交 通 大 学 和 西安 
史 子 科技 大 学 报告 过 ， 作 者 还 和 张 文 修 教授 、 匡 望 名 教 援 、 应 明 
生 教授 以 及 徐 扬 数 授 等 就 未 辑 问 题 进 行 过 讨论 ， 使 作者 效益 大 
淡 。 我 的 研究 生 何 疾 食 和 裴 道 武 纠 正 了 若干 笔 误 ， 泪 西 病 范 大 学 
出 版 社 的 朱 娆 和 打印 社 的 黄 新 蕉 细心 地 打印 了 全 部 书稿 ， 作 者 对 
以 上 提 到 的 各 单位 与 个 人 表示 刘 心 的 感谢 ， | 

最 后 ， 作 者 机 特别 感谢 中 国 科学 院 科学 出 版 基金 和 陕西 师范 
大 学 学 术 出 版 基金 为 本 书 出 版 所 提供 的 资助 特别 感谢 四 川 大 学 
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刘 应 明 院 士 、 清 华 大 学 应 明生 教授 和 北京 师范 大 学 李 洪 兴 教授 ， 
他 们 都 阅读 了 本 节 的 部 分 书稿 ， 对 本 书 作 了 充分 的 青 定 并 热情 扒 
荐 本 书 的 出 版 . 本 节 之 所 以 这 么 快 就 能 与 读者 见面 是 与 以 上 各 方 ， 
面 的 大 力 支持 分 不 开 的 . 
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第 一 章 ”预备 知识 


本 章 介 绍 阅读 本 书 所 需 的 预备 知识 .熟悉 代数 学 和 经 典 命 题 
逻辑 的 读者 可 以 跳 过 本 章 ,从 第 二 章 开始 . 

在 $1.1 中 介绍 关于 省 代数 方面 的 一 些 知 识 . 泛 代 数 的 内 容 
十 分 丰富 ,而 我 们 只 需要 其 中 关于 自由 代数 的 知识 .希望 尽快 接触 
多 值 逻 辑 内 容 的 读者 也 可 路 去 $1.1， 而 仅仅 阅读 它 的 最 后 一 段 ， 
即 关于 自由 代数 的 通俗 解释 部 分 . 

在 81.2 中 介绍 经 典 命题 逻辑 . 除了 在 介绍 紧 性 时 用 到 滤 子 
及 超 滤 的 概念 外 ,其 余部 分 是 自封 的 . 即使 未 接触 过 数理 逻辑 的 读 
者 也 可 以 毫 无 困难 地 读 完 这 一 部 分 .为 了 避免 通常 对 完备 性 定理 
的 繁 长 的 证 明 ,我 们 给 出 了 较 易 理解 的 基于 范式 以 及 可 证 等 价 概 
念 的 证 明 方法 . 


$1.1 泛 代 数 中 的 预备 知识 


1. 泛 代数 


人 D 泛 代数 的 定义 


定义 1.1.1 设 4 是非 空 集 , 则 

DA 上 的 0 元 运算 是 A 中 的 一 个 元 素 . 

DA 上 的 1 元 运算 是 A 上 的 自 映 射 f;:A->A. 

iiA 上 的 2 元 运算 是 A 上 的 2 元 阻 数 f: AX A—A. 

iA 上 的 z 元 运算 是 A 上 的 2 元 函数 fA" 一 A,n 之 1. 

注 1.1.2 0 元 运算 也 可 以 理解 为 映射 f: AA. KE A? 
表示 仅 含 一 个 元 素 ( 比 如 乡 ) 之 集 ,这 时 了 被 它 的 像 ,也 即 A 中 的 

` 1 . 


一 个 元 素 所 确定 .以 上 我 们 对 “映射 "与 “函数 ”不 加 区 别 ,究竟 用 哪 
一 个 词 视 习 惯用 法 而 定 ,如 自 映射 不 宜 于 说 成 “ 自 函 数 ” ,而 2 元 映 
射 一 般 多 称 为 2 元 函数 等 ,下 同 ， 

定义 1.1.3 设 人 是 非 空 集 ,N 是 非 负 整数 之 集 .ar:T 一 NN 
是 上 映射 , 则 称 了 = (下 ,ar) 为 型 .有 时 也 把 型 了 简 记 为 了 ,并 令 T, 
=|{tETlarlt}=n}. 

定义 1.1.4 B TEM. A 是 非 空 集 . 如 果 对 每 个 tE 工 ,有 
一 arl) DEt: ATOA MR A 为 工 型 远 代 数 ,或 了 代数 . 
34 C€ T. 时 ,zt4 ITIER A 上 的 n 元 运算 .对 每 个 0 元 运算 上 以 
ta IA 中 相应 的 元 素 . 


OT RAHAT 


91.1.5 E T={0,-,+,*} ar: T—N 定义 为 ar(0)=0， 
ar(-)=1l,ar(+)=2,ar(-)=2. 这 时 任 一 不 带 单位 的 环 R 都 
是 一 个 工 -代数 .To= 101 Ti= -To=f+ .0 是 及 的 加 
法 单位 0, 一 R:R->R 是 加 法 逆 运 算 . + 5'r 分 别 是 尺 的 加 法 
运算 和 乘法 运算 . 

例 1.1.6 设 了 =|1T, 上 ,V,AT=iT, To=fV， 
和 |, 则 任 一 有 界 格 上 都 是 一 个 工 一 代数 .十 与 上 z 分 别 是 工 的 最 
大 元 了 与 最 小 元 上 ,Vz 与 Ai 分 别 是 工 中 的 上 .下 确 界 运算 . 


OT ËF) $ 


定义 1.1.7 设 A 与 B 是 具有 同一 型 T 的 泛 代 数 ,g:A 一 B 
是 映射 ,如 果 
和 对 每 个 0 元 运算 上 GE To p(t4)= ta. 
说 对 每 个 a 元 运算 GE T. (n21)EZ A 中 任意 个 元 素 al， 
yan» 
pftafal an)) = tglplai) s plan)). (1.1.1) 
则 称 p 为 从 A ABAT- 同 态 ， 
O 群 同 态 \ 环 同 态 , 格 同 态 等 都 是 工 一 代数 同 态 的 特例 . 
2. 


命题 1.1.8 设 A 与 B 是 TT- 代数 ,p:A 一 B 是 双 射 .如 果 
e ÈT- Hg, Mp !:B 一 A 也 是 工 - 同 态 . 
证 ji C T, MÍ @(tA)= tp o itg) = 
i € Tan 21), brbn EB.G a,= p tlh) S 
in. W pla) = b; 1Li<n. B(1.1.1)48 
g (talbi, b,)) =p (ta) lplai) pla, D) | 
=tA (ar, a,) = talp (bi), p 71(5,)). 
所 以 p ET-AAS. 
定义 1.1.9 设 A 与 B 是 T- 代 数 .gg;:A->B ET- RA. 
果 o 是 双 射 , 则 称 ç 为 从 A 到 BB 上 的 T- 同 构 , 这 时 由 命题 1.1.8 
Hi o 1 BA 是 从 B 到 A 上 的 同 构 , 故 可 称 A 与 BT 一 同 构 或 B 


与 AT- 同 构 . 记 作 A 或 B 衬 A. 
OTRAI 


定义 1.1.10 . 设 4 是 了 -代数 ,日 是 A 的 非 空 子 集 . 如 果 
DHA tE To, t C B. 
让 对 每 个 t€ T(r 之 1), 对 任意 b i... b EB, 
ta(bi, 2 b.) C B. 
即 B 对 个 中 每 个 : 所 对 应 的 运算 均 封闭 , 则 称 B 为 A 的 子 代数 ， 
下 述 命题 是 显然 的 . 
命题 1.1.11 设 A 是 -代数 , 则 
DA 的 一 族 子 代数 的 交 仍 为 4 的 子 代数 . 
iX A 的 任 一 非 空 子 集 X, 存 在 A 的 包含 XX 的 最 小 子 代数 ， 
Mh X 生成 的 4 BITRA, iREX’) RX). 
命题 1.1.12 设 4 与 B 是 本 -代数 ,pgp:A 一 B 是 本 - 同 态 ， 
则 (A) B 的 子 代 数 . 
证 i € To, 则 由 个 - 同 态 的 定义 知 tp= o (z) € 
g(A): 
iB tE T, (n221),bi, b, C e(A), WA a1,…, a 
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EA #š e(a;) =b,(1S;=<x).H(1:1.1)48 
talbi: sb) = tglolai)s splan) 
= Bfta(al san)) € p(A). 
所 以 p(A) 是 日 的 子 代数 . 


2. 自由 代数 


DS 生成 的 自由 代数 


定义 1.1.13 设 S 是 非 空 集 ,TT 是 型 ,F 是 全 -代数 ,o:5S 一 
下 是 映射 .如 果 对 任 一 本 一 民 数 A 以 及 任 一 映射 r:S 一 和 A, 存在 
唯一 的 人工 - 同 态 g:F>A 使 go 一 +, 即 图 1.1 可 换 , 则 称 下 为 由 
S 生成 的 自由 了 一代 数 ， 


图 1.1 


注 1.1.14 让 上 述 ve 一 定 是 单 射 .事实 上 , 任 取 含 多 于 一 个 元 
38 T - 代数 (请 读者 自 证 这 种 T — 代数 一 定 有 )4. 设 zi 与 za 
是 S 中 的 不 同 元 素 , 作 映射 r: S— A 使 r(z1l) 天 r(za), 则 由 qo = 
r 知 zfzf 站 天 cf(zz), 即 c 是 单 射 . 

i)i o 是 单 射 知 o 可 看 作 S 到 下 中 的 嵌入 .如 果 把 S$S S506(S) 
不 加 区 别 , 则 出 S 生成 的 自由 代数 下 的 特征 在 于 :下 的 子 集 3 到 
任 一 人 一 代数 的 任 一 映射 r 均 可 唯一 地 扩张 为 从 F 到 A 的 工 一 同 
态 ， . | 
Dh S 生成 的 自由 工 - 代数 在 同 构 意 义 下 是 唯一 的 .事实 
上 , 设 映射 o';S->F' 也 满足 定义 1.1.13 的 条 件 , 则 有 图 1.2. 
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图 1.2 . 


HA p:F-> 开 使 rr=a 且 有 同 态 y 使 gy’ = a BË Z gpa =o, 这 里 
gp:F->F. 又 idie 一 6, 见 图 1.3. 


所 以 由 唯一 性 条 件 ( 取 定义 中 的 A AF go = idr. AE gy = 
idp. TM, g; F—>F 55 4: F—F EARKI, i F 5 F A. 

iv) 设 S” 5 S 等 势 , 即 存在 双 射 9: SS, 则 S”15 S 生成 相同 
的 自由 工 - 代数 .事实 上 , 设 o:S—>F 满足 定义 1.1.13 的 条 件 ， 
则 oy:S =F 具有 如 下 性 质 : 设 


9— = ç = 


F 
4 o, 
图 1.4 

c;S'> 信 是 任 一 贞 射 , 则 ep EA S 到 A 的 映射 ,从 而 有 唯一 的 
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同 态 :FA4 使 go = rn 1!, 或 g(ay)= +t. 这 正 表 明 下 是 由 S' 生 
成 的 自由 工 一 代数 . 可见 重 要 的 只 是 集 S 的 势 ,映射 o 并 不 重要 . 
特别 是 可 以 在 一 开始 定义 自由 人- 代数 时 就 用 与 S 等 势 的 集 
z(S) 取 代 S$S, 这 时 就 可 把 o 取 作 风 人 映射 .从 这 一 意义 上 讲 , 自 由 
了 一 代数 F 就 是 由 FF 的 某 非 空子 集 S 生成 的 ,从 S 到 任 一 工 - 民 
数 A 的 任何 映射 都 可 扩张 为 从 天 到 4 MT- AS. 

91.1.15 BÆ T={+], + EZAK, S=]|a, b}, W S 
生成 一 个 自由 他 一 代数 G. 略 去 运算 符号 * 不 写 ,并 把 每 两 个 元 素 
的 运算 结果 用 括号 ( ”) 括 起 来 , 略 去 最 外 层 的 插 呈 , 则 G 由 下 述 
HRAN: 

ab aa ab ,ba bb alaa) alab),alba), 
a(bb),(aa)a,(aa)b,(ab)a,(ab)b,---. 
一 般 地 , 设 wi 与 my 是 G 中 元 素 , 则 wwz 与 GJ2G)] 也 是 G 中 的 
元 素 . 比 如 ,a{ba) 与 5b(aa) 都 属于 上 面 列 出 的 元 素 , (a (ba)) ip 
(qa)) 与 (65(aa))(a(ba)) 就 也 都 是 G 的 元 素 .可 以 证 明 G 是 由 
fa,51} 生 成 的 自由 工 一 代数 ， 

事实 上 , 设 电 是 任 一 个 一 代数 ,zr:1a,b1-* 理 基 任 一 觅 射 . 设 
rta)=&,r(5)=B. 现 在 把 rt 扩张 到 G 上 . 设 wEG, 则 ww 由 a,b 
以 及 括号 组 成 ,分 别 以 与 8 取代 w 中 的 a 与 5 并 保持 括号 不 变 ， 
则 得 一 互 中 的 元 素 , 记 为 p(w). 如 此 则 得 一 映射 p:G>H. H p 
的 对 应 方法 直接 看 出 9 是 工 - 同 态 , 且 9 是 z 的 扩张 . 设 人 ~ 同 态 
2:G—H th r 的 扩张 , 则 pla)=a,p(b)=8, AH y ARAM 

glab)= g(a)@(b) = aß, plalba)) 
= ga) (gb gta)) = alfa) 
等 等 , 即 , 对 每 个 wEG, 把 w 中 的 a 与 5 分 别 用 ow 与 8 去 代 换 并 
保持 括号 不 变 即 得 g(w). 可 见 y 就 是 g, 这 表明 r 可 唯一 地 扩张 
AT- AA g:G 一 五 .所 以 G 是 由 fa,6bi 生 成 的 自由 修一 代数 . 

当 * 具有 结合 性 时 ,a (ba) 与 (ab)a 表示 同一 个 元 素 ,这 时 可 
将 括号 略 去 而 用 aba 表示 这 个 元 素 .这 时 的 G 叫 由 {a ,51 生 成 的 
自由 半 群 ， 
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对 一 般 的 非 空 集 S 及 一 般 的 型 了 ,由 S 生成 的 自由 个 - 代数 
是 存在 的 ,其 证 明 可 参看 文献 [1] 或 其 它 泛 代数 教程 ， 


回 自由 代数 的 通俗 解释 


上 面 的 例 1.1.15 中 由 $= fa,51 生 成 的 自由 T - 代数 也 可 
这 样 描 述 . 

DS 中 的 元 素 属 于 G. | 

让 如 果 wi 与 wz 属于 G , 则 wiwz 也 属于 G. 

说 )G 中 不 再 含 其 它 的 元 素 . 
这 种 描述 是 简单 而 清楚 的 ,特别 是 在 逻辑 学 中 经 常 采用 这 种 描述 . 

例 1.1.16 W S=|pi p2 E T= | 一 ,->} ,这 里 一 与 一 
分 别 是 一 元 和 二 元 运算 (为 方便 计 , 我 们 经 常 把 zt 与 ta 不 加 区 别 ， 
即 ,把 型 了 看 作 是 一 族 运 算 之 集 ), 则 由 S 生成 的 | 一 ,一 | 型 自由 
代数 F(S) 由 以 下 元 素 组 成 : 

DS 中 的 元 素 都 属于 下 (S). 

这 如 果 A 与 B 都 属于 F(S), 则 一 A 和 A>B 也 属于 F(S). 

者 )F(S) 中 不 再 合 有 其 它 元 罕 . 

可 以 像 例 1.1.15 一 样 证 明 ,这 样 定义 的 F(S) 的 确 是 由 S 生 
成 的 | 一 ,一 | 型 自由 代数 ,只 是 证 明 过 垂 要 麻烦 许多 . 


81.2 经 典 命题 演算 理论 
1. 自 由 代数 一 一 用 符号 表示 命题 


命题 就 是 甸子 , 它 合 有 主语 和 谓语 . 如 在 句子 “7 是 素数 "中 ， 
“7 是 主语 ， 是 素数 是 谓语 .但 命题 演算 只 关心 整体 句子 (包括 复 
合 句子 ) 之 间 的 关系 ,而 对 每 个 句子 不 再 分 解 为 主语 与 谓语 去 考 
虑 . 比如 句子 “并 非 我 既 俄 又 渴 ” 与 甸子 “我 不 饿 或 者 我 不 渴 ” 的 意 
思 是 一 样 的 .如 果 用 A 表示 “我 俄 " ,了 表示 “我 渴 ", 则 前 一 个 句子 
可 写 为 (AAB), 后 一 个 句子 可 写 为 AVY 一 B. 这 里 用 一 表示 
否定 ,人 与 V 分 别 表 示 合 取 ( 同 时 成 立 ) 与 析 取 (至 少 一 个 成 立 ). 注 
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Ë A 名 中 "我 "是 主语 ,“ 镍 ?是 谓语 .但 在 上 面 考虑 两 个 复合 旬 之 
间 的 关系 时 并 不 对 A 作 分 解 ,这 正 是 命题 演算 与 谓词 演算 不 同 之 
处 .再 如 ,句子 “并 非 加 州 有 地 震 又 有 水 灾 " 与 句子 "加州 没 有 地 震 
或 加 州 没有 水 灾 ” 的 意思 是 一 样 的 .如 果 用 A 表示 “吉州 有 地 震 ”， 
B 表示 "加州 有 水 灾 ”, 则 前 一 个 句子 可 写 为 一 (AAB), 后 一 个 名 
FABA AVB. RHEI, REAR BSR KRENAN 
同 的 概念 ,但 由 它们 组 成 的 句子 之 间 可 以 有 完全 相同 的 关系 , 即 
—(AAB)5-ÓAV- B 总 是 逻辑 等 价 的 ,而 不 管 A 与 B 代表 着 
什么 样 的 具体 命题 .所 以 命题 演算 的 任务 是 :在 把 命题 抽象 化 为 符 
号 的 基础 上 ,研究 这 些 抽象 符号 之 间 的 关系 . 

定义 1.2.1 设 S={p1;p2,"…| 是 可 数 集 ,一 与 分 别 是 一 
“元 运算 与 二 元 运算 ,由 S 生成 的 | 一 ,一 } 型 自由 代数 记 作 F(S). 
FF(S) 中 的 元 素 叫 命题 ,名 子 或 公式 , S 中 的 元 素 叫 原子 命题 或 原 
子 公式 . 

如 81.1 所 述 ,F(S) 也 可 按 例 1.1.16 去 描述 .以 上 一 与 只 
是 形式 上 的 运算 ,并 不 含有 任何 具体 的 意义 . 


2. 语 构 理 论 一 一 形式 演绎 体系 


公理 


如 果 把 一 理解 为 否定 ,把 一 理解 为 蕴涵 (以 后 在 应 用 时 正 是 这 

样 去 理解 的 ) , 则 一 (一 4) 与 A 应 当 一 样 ,A 习 A MWM K aR r, 

等 等 .按说 我 们 应 当 把 F(S) 中 显然 成 立 的 公式 都 肯定 下 来 .但 应 

当 肖 定 的 公式 太 多 了 ,如 (A 一 B) 一 (A 一 B), 一 (一 (A 了 8)) 一 

(A 一 B) 等 都 应 肯定 .经 过 分 析 , 人 们 挑选 出 了 多 种 公式 作为 公理 

而 肯定 下 来 ,再 定 一 条 推理 规则 ,然后 就 可 以 由 公理 出 发 运用 推理 

规则 把 全 部 应 当 肯 定 和 的 公式 都 作为 定理 而 推 锭 出 来 . 

”定义 1.2.2 F(S) 中 具有 以 下 形式 的 公式 叫 公理 : 
(L1)A—(B->A), 
(L2)XA—(B—-C))>((A—B)—>(A—C)), 
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(L3)(—~B—>—A)—={A—>B). 
注意 ,公理 不 是 三 条 ,而 是 有 无 穷 多 条 . 以 (L3) 为 例 ， 它 说 只 
要 形 如 {13) 的 公式 都 是 公理 ,如 
(一 加 > —b2) — (pz — bt) 
(—(— bs) > —(—b4)) — (> p4 -> — bs) 
等 都 是 公理 .为 了 更 加 明确 ， 许多 教材 中 都 用 花 写 的 4,2 FMR 
公理 .本 书 为 简便 起 见 就 不 用 花 体 字 了 . 


加 推理 规则 


只 有 上 述 三 种 公理 是 不 够 的 ,由 它们 连 A-A 都 推 不 出 来 ， 
所 以 必须 再 加 上 如 下 的 推理 规则 才 行 ， 
定义 1.2.3 (分 高 规则 ) ”由 公式 A 一 BF 与 A 可 推 得 B. 


分 离 规则 也 叫 Modus Ponens 或 简称 MP. 

例证 明 

定义 1.2.4 一 个 证 明 是 一 个 公式 序列 
AA, . A, 


这 里 对 每 个 in, A; 或 者 是 公理 ,或 者 有 j<i,k<i,M A; 是 由 
A; 5 A, 运用 MP 而 得 到 的 公式 .这 时 A, 叫 定理 ,上 述 证 明 叫 A, 
的 证 明 ,4, 是 定理 可 记 作 上 A,. 

显然 ， 一 个 证 明 序列 的 前 若干 项 仍 组 成 一 一 个 证 明 序 列 . 

例 1.2.5 试 证 

DFAA 

说 上 一 点 一 (4 一 也) 

证 DAF 1—5 A.A 的 一 个 证 明 ， 


1° A—((B—A)—A) (L1) 
2 (A>((B—A)>A))>({(A—> 
(B—A)}>{A—>A)) (12) 


3” (A—(B—A))—>(A—A) 1 ,2 ,MP 


4 A—(B—A) (L1) ` 


5 A—A 3° ,4° ,MP 
ü)" —A—(—B—A) (L1) 
2: (—B——A)—(A-—=B) (L3) 
3 ((—B-——A)—=(A—B))—>(—A— 
((—B——A)—(A—B))) (L1) 
4 —A—((—B—Ə——A)-=(A—B)) 2° ,3° ,MP 
5 (—SA—((—B——A)—>(A—B)))— 
((—A—(—B—A))—=(—A— 
(A—B))) | (12) 
6 (—A—(—B——A))=>(—A—(A—B)) 4,5°,MP 
T 一 A 一 (A 一 B) 1°,6°,MP 


定义 1.2.6 设 卫 是 一 族 公 式 , 即 CF(S), 设 AEF(S). 

ATAA 的 一 个 证 明 是 一 个 公式 序列 

Ags A2, Ans 
这 里 A, = 4, 且 对 每 个 <n, A 是 公理 或 AiETT 或 存在 j<i, 
<i, A, EHA 5 A, 运用 MP 而 得 到 的 公式 .存在 从 本 到 A 
的 证 明 记 作 工 + A. 

x r EZER, rH A 表示 A 是 定理 , 即 上 4. 

显然 一 个 荆 证 明 序 列 的 前 若干 项 也 构成 一 个 荆 证 明 序 列 . 

定理 1.2.7 (演绎 定理 } 设 TCF(S),AEF(S),BE 
F(S). m PFUTAIFB,W Pr A—B. 

证 H+TUIALEB,#fEfe| TULAJA B 的 证 明 序列 . 
按 此 序列 的 长 度 可 归纳 地 证 明 下 F A 一 B 如 下 : 

?车 序列 长 为 1, 则 了 为 公理 ,或 BED 或 召 =A4, 则 易 证 T' F 
A 一 B. 证 明 留 给 读者 . 

这 设 序列 长 度 小 于 n WEARY, SATUJA B 的 证 明 
KEX n. WE B 是 公理 ,或 BET, 或 B= 有 A, 则 容易 证 明 荆 -及 
一 B. 所 以 不 妨 设 B 是 由 前 面 的 两 项 C 与 C->B 运用 MP 而 得 到 
的 公式 : 
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. C, C| B,B. 
HT CACB 都 是 从 TU {A1 证 得 的 公式 且 证 明 长 度 均 小 于 
n ,那么 由 归纳 假设 知 


TFA—C, - (1.2.1) 
DPLA— (C— B). 《1.2.2) 

由 (1.2.2),(L2) 及 MP 得 
Tr(A—C)— (A— B). (1.2.3) 


由 (1.2.1),(1.2.3) 及 MP M r F A 一 B. 

以 上 为 了 简便 起 见 ,我 们 并 没有 写 出 完整 的 证 明 序列 ,读者 不 
难 补 齐 它们 ,以 下 我 们 将 继续 这 样 做 . 

定理 1.2.8 (三 段 论 规则 ) |A—B,B-=C] F A—C. 

证 用 两 次 MP 易 证 |A->B,B->C}U1A}FHC. 所 以 由 演绎 
定理 即 得 三 段 论 规则 ， 

三 段 论 规则 即 Hypothetical Syllogism , 简称 HS. 

注 1.2.9 HS 是 由 演绎 定理 推 得 的 , 它 说 只 要 以 A->B 5B 
>C 为 前 提 就 可 推 得 4~*C. 不 管 4 一 日 5 B> C 是否 为 定理 . 较 
能 形式 的 三 段 论 规则 是 : 若 A 一 B 与 BC 都 是 定理 , 则 A 一 C 
也 是 定理 .这 一 事实 可 以 不 用 演绎 定理 而 证 出 .证 明和 留 给 读者 ， 

例 1.2.10 试 证 

Ü F (—A—A)—A; 

i) F——A—A; 

üi) F 站 一 一 一 点; 

iv)FHAV BBVA, 这 里 AVB 是 一 A->B 的 简写 ; 

v) FA—AVB:; 

vi) F (A—-(B—C))—=(B—(A—=C)); 

viD# HA,M E B—A AB, ZE AAB E—(—AV-B)85 
简写 . 

证 蕊 由 演绎 定理 ,只 须 证 | 一 4 一 AHFA .证明 如 下 : 

Ë —A—A > 假设 
2” —A—(A——(—A—A)) 例 1.2.5ii) 
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3” (一 4 一 4) 一 (一 4 一 一 
(A—>A)) 2°, (L2), MP 
£ 一 A 一 一 (一 4A 一 4) 1°,3° ,MP 
5 (—⁄NÇA—A)—A - 4° ,(L3),MP 
6 A 二 ,和 ,MP 
ú)" 一 一 上 一 (一 4 一 4) 例 1.2.5ii) 
2” (一 A 一 4) 一 各 A i) 
7 一 一 上 4 一 各 全 ,2 ,HS 
ü) —A——A 本 例 ii) 
2” (一 一 一 A 一 一 和) 一 
(A———A) (L3) 
3” A——Vha 1°,2° ,MP 
f iv) 只 须 证 |--A 一 Bl 上 一 BA 
1° —A—B 假设 
2” B———B 本 例证) 
3” 一 上 一 一 一 呈 1°,2°,HS 
4 (A BB>A) (L3) 
Š —B—A 3 ,4 ,MP 
v)’ 4 一 (一 B 一 4) (LI) 
2 (一 BA) 一 (一 4 一 日 ) 本 例 iv) 
3 A—(—A—B) 1°,2°,HS 
4 A—AVB 3° BJ 8 58 
Wi) 只 须 证 {A 一 (B 一 C)i F B-=(A—C). 
1° A—(B—C) 假设 
2” (A—B)—(A—C) 1°, (L2), MP 
3 B—(A—B) (L1) 
4 B—(A—C) 3°,2° ,MP 
vi) 【一 一 点 一 一 下) 一 
(~~A B) 例 1.2.5i) 
2 ——A—((——A——B) 


——HB) 1 二 ,本 例 vi) ,MP 


3: A A 是 定理 
4 A—A Æ ii) 
5 一 一 上 A 3 4" ,MP 
6 《一 一 上 A 一 一 也 ) 一 一 也 3 ,2 ,MP 
T (—AV—B)—=—B 6 "的 简写 
8@ —(—A V —B)— 
(—AV—B) 本 例 ii) 
9 ——{(—AV—B)>—B 8°,7", HS 
10° B——(—A V —B) 9° (L3),MP 
f 1 B—AA8B 10i E 
OTi 


定义 1.2.11 @A,BCF(S), WẸ F A—B H B>A, M 
称 公 式 A 与 B 是 可 证 等 价 的 . 

由 HS 知 可 证 等 价 是 F(S) 上 的 等 价 关 系 . | 

由 例 1.2.10 看 出 ,4 与 一 -yA KWIF2£ rf. AV B 5 B V 
A 是 可 证 等 价 的 ,下 面 再 举 一 些 可 证 等 价 公式 的 例子 . 

例 1.2.12 试 证 下 列 每 对 公式 是 可 证 等 价 的 ， 

DAV(BVC)5E(AVB)VCOC; 

ñ)A—>—B 5 B>——A; 

ii) F A 时 ,A AB 5 B; 

i)AA(BVCO)S(AAB)V(AACG). 

证 DAt 1.2.10 1E AV(BV C)5 AV(CVB TES 
Ú, (AV B)VC 与 CV (A VB) 可 证 等 价 .又 AV(CVB)ËE—A 
一 (一 C>B) 的 简写 ,CV (A VB) 是 一 C>( 一 A 一 B) 的 简写 .由 
例 1,2.10iv) 知 一 A 一 (一 C->B) 与 一 C 习 (一 A 一 B) 是 可 证 等 价 
的 . 

DAWE A> B} BA 

1° A——B 假设 
13 ` 


? —A—A fJ 1.2.10i) 
3” —A——B 1° ,2° ,HS 
4 B——A 3°,(L3),MP 
所 以 由 演绎 定理 得 F (A—>—B)-=(B——A). 同 理 可 证 F ( B— 
一 4A) 一 (A- 一 也 ). 所 以 A 一 一 B 5 B——A 可 证 等 价 . : 
u F A Hf, HJ 1.2. 10), AIHE + A A B— B, BD F 
一 (一 A V—B)—=B. HH 1.2. 10iv) 只 须 证 上 —B—(—A V 
一 号 ) .而 由 例 1.2.10 的 iy) 与 v) 知 这 是 正确 的 . 
iv) 证 明 留 给 读者 作为 练习 . 


@# 


由 以 上 讨论 知 AV B 是 一 A->B 的 简写 ,由 此 易 证 A 一 日 与 
一 AV B 可 证 等 价 ( 即 ,与 -一 A 一 B 可 证 等 价 ), 可 见 运算 一 可 用 
一 与 VY 来 表示 ,那么 F(S) 中 的 每 个 公式 都 可 用 一 与 VY 来 连接 .如 
果 继 续 采 用 简化 符号 人 ,用 A AB 来 作为 一 (一 AV 一 B) 的 简写 ， 
则 F(S) 中 的 每 个 公式 都 可 通过 |p1, pz,…| 中 的 原子 公式 用 连接 
词 一 ,V 与 A 连 接 而 得 .一 叫 否 定 连接 词 , V 叫 析 取 连 接 词 ,人 叫 合 
取 连 接 词 .以 下 采用 文献 [1] 中 的 范式 定义 . 

定义 1.2.13 由 有 限 多 个 原子 公式 或 其 否定 式 通 过 合 取 { 析 
取 ) 连 接 词 连接 而 得 到 的 公式 叫 简单 合 取 式 { 简 单 析 取 式 ) .有 限 多 
个 简单 合 取 式 (简单 析 取 式 ) 通 过 析 取 ( 合 取 ) 连 接 词 连接 而 得 的 公 
式 叫 析 取 范式 ( 合 取 范 式 }. 

易 证 A,AVA 与 AAA 都 是 可 证 等 价 的 .所 以 由 V 和 人 都 
是 交换 的 与 结合 的 ( 即 ,A VB 与 BV A 可 证 等 价 . AAB 与 BAA 
可 证 等 价 ) 知 可 以 假定 简单 合 取 式 (简单 析 取 式 ) 中 不 含 重复 的 原 
子 公式 或 重复 的 原子 公式 的 否定 式 .如 

bipi A pa A Spa bi A pi A Spa A ps 

都 是 简单 合 取 式 ,而 第 三 式 与 pi A— b. 可 证 等 价 . 

引 理 1.2.14 由 简单 合 ( 析 ) 取 式 的 否定 式 可 证 等 价 于 一 简 
单 析 ( 合 ) 取 式 ， 
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记 析 ( 合 ) 取 范式 的 否定 式 可 证 等 价 于 一 合 ( 析 ) 取 范式 . 

证 Di A 是 简单 合 取 式 .如 果 A 中 不 含 连接 词 A, 则 4 是 
或 一 ,是 原子 公式 ,这 时 一 A 是 一 户 或 一 一 户 , 后 者 可 证 等 价 
于 户 . 故 一 4 可 证 等 价 于 一 个 简单 析 取 式 ， 

今 设 A 中 合 k 个 连接 词 入 时 结论 成 立 ,那么 当 A 中 含有 下 二 
1 个 连接 词 和 时 ,A=pAB 或 A= 一 pAB, 这 里 B Ri k TE 
EA 的 简单 合 取 式 . 这 时 一 A 可 证 等 价 于 一 pV 一 B 或 pV 
一 召 . 因 为 由 归纳 假设 一 妃 可 证 等 价 于 一 个 简单 析 取 式 ， 所 以 一 A 
也 可 证 等 价 于 一 个 简单 析 取 式 . 

由 以 上 归纳 证 明知 简单 合 取 式 的 否定 式 可 证 等 价 于 一 个 简单 
析 取 式 , 类 做 可 证 简单 析 取 式 的 否定 式 可 证 等 价 于 一 个 简单 合 取 
式 . 

动用 归纳 法 可 证 引 理 的 第 二 部 分 ,证 明 留 给 读者 . | 

定理 1.2.15 任 一 公式 A 都 可 证 等 价 于 一 个 析 取 范式 ,也 
可 证 等 证 于 一 个 合 取 范式 ， 

证 我 们 用 连接 词 -7 与 一 来 表达 公式 A ,并 就 A 中 含 连接 词 
一 的 个 数 归 纳 地 证 明 本 定理 . 

WR 4 中 不 含 连接 词 一 , 则 A 可 证 等 价 于 p 或 一 p,p 是 原 
子 公式 .这 时 A 既是 析 取 范式 ,也 是 合 取 范式 . 

W A 中 含有 二 个 连接 词 一 时 结论 成 立 , 今 A hA k +1 TE 
接 词 一 . 则 不 难 证 明 A 可 证 等 价 于 形 如 B 一 C 或 一 (B 一 C) 的 公 
式 , 其 中 BB 与 C 均 合 不 多 于 上 个 连接 词 ->, 不 芒 设 A 可 证 等 价 于 
8B 一 C, 则 A 可 证 等 价 于 -zB V C. 由 归纳 假设 一 B 可 证 等 价 于 一 
个 析 取 范式 ,C 也 可 证 等 价 于 一 个 析 取 范式 , 所 以 A 可 证 等 价 于 . 
一 析 取 范式 . 义 ,A 可 证 等 价 于 -一 (一 BV C) 或 一 (BA 一 C). 由 
归纳 假设 ,B 可 证 等 价 于 一 析 取 范式 ,一 C 可 证 等 价 于 一 析 取 范 
式 .由 例 1.2.12iv) 知 A 对 V 而 言 是 分 配 的 (在 可 证 等 价 的 意义 
下 ), 由 此 易 证 B A—C 可 证 等 价 于 一 个 析 取 范式 ,从 而 由 引 理 
1.2.14 记 知 -z(B A 一 C) 可 证 等 价 于 一 个 合 取 范式 ,因而 A 最 终 
也 可 证 等 价 于 一 合 取 范式 . 
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3. 语 义理 论 一 一 真 值 体 系 


全 赋值 


在 前 面 我 们 已 经 把 命题 抽象 化 为 形式 上 的 符号 .否定 .区 狂 、 
析 取 与 合 取 也 都 是 形式 上 的 符号 ,我 们 不 能 赁 常识 经 验 去 判断 一 
个 命题 是 否 正 确 , 即 , 是 否 为 定理 .比如 ,不 能 任 常 识 就 断言 一 个 命 
题 草 涵 其 自身 ( 即 ,A->A) 是 定理 .断言 4 一 A 是 定理 是 需要 证 明 
的 ( 见 例 1.2. 5i) ,而 证 明 得 从 (L1) 一 (L3) 这 三 条 不 加 证 明 而 承 
认 的 公理 出 发 运用 推理 规则 MP 来 实现 .这 就 是 命题 演算 的 语 构 
理论 ,实际 上 是 形式 符号 体系 的 形式 演算 理论 . 当然 ,一 与 一 等 也 
确 有 和 否定 与 蕴涵 的 背景 , 正 男 如 此 形式 演算 理论 才 有 了 实际 的 应 
用 . ' 
判断 一 个 形式 上 的 命题 是 否 正 确 还 有 另外 的 一 套 办 法 ,或 许 
是 更 加 自然 与 直观 的 办 法 , 那 就 是 通过 给 公式 赋 以 真 假 值 来 实现 
的 办 法 .这 种 理论 就 是 命题 演算 的 语义 理论 . 

定义 1.2.16 设 F(S) 是 全 体 公式 之 集 ,v:F(S) 一 {0,1i 是 
映射 ,如 果 ¿o WW E tF 

让 对 任 一 公式 AC F(S),6(—A)=1- (A). 

记 对 任 二 公式 A, BEF(S),v(A 一 B)=0 当 且 仅 当 w(A) 
=1 B. o(B)=0. 

则 称 为 下 (8S) 的 一 个 赋值 ,简称 赋值 . 以 下 用 记 全 体 赋 值 之 
集 ， 

注 1.2.17 DEARA u:F(S) 一 {0,11 作 为 映射 是 一 个 整 
WK ,但 为 方便 计 , 当 v 给 定 后 我 们 也 把 公式 人 A ER o 下 的 
ola A HRE. 

让 FC(S) 是 由 S 生成 的 {一 ,一 | 型 自由 代数 . 如果 在 {0， Lih 
规定 一 0=1,->1=0,0-*0=0 一 1=1->1=1 且 1->0=0, 则 80,1| 
也 成 为 一 个 { 一 ,一 | 型 的 代数 . 容易 看 出 o 是 赋值 当 且 仅 当 ~: 
F(S) 一 10,1| 是 同 态 . 
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省) 既然 (5S) 是 由 S 生成 的 自由 代数 ,那么 任何 映射 vo: S 
一 f0,11 就 都 可 以 唯一 地 扩张 为 一 个 赋值 v F(S)->10,1}. 助 ,不 
论 给 S 中 的 各 原子 命题 指定 什么 样 的 值 (当然 只 有 0 与 1 这 两 个 
可 挑选 的 余地 ) ,总 有 一 个 F(S) 的 总 体 赋值 v, 使 wv 对 S 中 的 各 
原子 命题 而 言 保持 那些 事先 指定 好 的 值 ,而 且 这 种 ”只 有 一 个 ， 
也 就 是 o 随 着 各 原子 命题 处 的 值 的 确定 而 被 唯一 地 确定 了 . 


MARERE 的 什 域 10,1| 扩 大 为 10, 记 ,1 或 [0,1] 等 ， 
并 给 它们 也 定义 一 与 一 运算 , 则 也 可 以 展开 相应 的 语义 理论 , 那 就 
是 后 面 的 多 值 次 辑 或 连续 信和 你 辑 理 论 . 

引 理 1.2.18 赋值 v 也 保 A 与 VY , 即 w(AAB)=v(A)A 
v(B),v(AVB)=wv(A)VYw(B), 这 里 等 式 右 方 的 VW 与 人 分 别 是 
- 各 ,1 中 的 上 、 下 确 界 运算 ， | 

证 以 vtAYVB)=wvtA)V wv(B) 为 例 .v(AVB)=0 %8 
R“ v(~>A—>B)=0, 5ER“ v(~A)=1 H v(B)=0, Ff 
wv(A)=w{B)=0, 也 即 ¿(A)Vo(B)=0.#o(AVB)= (A) 
Vv(B). 


名 重 言 式 与 矛盾 式 


Ú p iq 是 原子 公式 , 则 对 不 同 的 赋值 v,v(p 一 g) 可 等 于 1 
EFT O0 W, Soul) =0, vlg) =0, M v p—>q)=1,$ vp) 
=1 且 wz)=0, 则 xf(p-~qg)=0. 因 此 , 像 一 9 之 类 的 公式 是 既 
可 能 真 ( 即 赋 值 为 1) 也 可 能 假 ( 即 赋值 为 0) 的 .而 且 这 种 真 值 不 确 
ERARE F(S) 中 公式 的 绝 大 多 数 .但 有 两 类 公式 是 特殊 的 .对 
一 类 公式 而 言 ,无 论 怎样 赋值 它 的 值 都 等 于 1, 我 们 将 称 其 为 重 言 
式 或 永 真 式 .而 另 一 类 恰恰 相反 ,对 任何 赋值 都 取 0 值 ,我 们 将 称 
其 为 矛盾 式 或 永 假 式 ， 

定义 1.2.19 设 AEF(S). 如 果 对 每 个 赋值 忆 恒 有 w(A)= 
1, 则 称 A 为 重 填 式 或 永 走 式 .如 果 对 每 个 赋值 v 恒 有 mw(A)=0， 
则 称 A STARAM. A 是 重 言 式 记 作 上 A. 
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例 1.2.20 i)A->A 是 重 言 式 ,这 由 定义 1.2. 16ii) 立 即 看 

H. 
A>(B>A)PRAR. 3 E. RAM o 使 <(A-> 

(B—A))=0,MJ3E 2 1.2. 16i), v(A)=1 HB o(B>A)=0. m 
后 式 义 表明 o(B)=1 A v(A)=0, 7A. WAEA o HA ol A—> 
(B—A))=1. A A 一 (B->A) 为 重 言 式 , 即 公理 (L1) 为 重 言 
=. 

首 )( 一 A 一 -7B) 一 (B->A) 为 重 言 式 , 即 公理 (13) 为 重 言 式 . 
用 反 证 法 , 设 此 式 关于 某 赋 值 o 的 值 为 0, 则 (一 A 一 一 B) =1 
P v(B>A)=0. REAM v(B)=1 B o(A)=0. 由 定义 1.2. 
16i),v( 一 A)=1 且 vw( 一 8)=0 从 而 由 定义 1.2.16ii) 得 v( 一 A 
——B)=0.2'J8. f 

iv) 设 A 为 任 一 重 言 式 , 则 一 A RETEA MOELE i— 
证) 公式 前 加 一 即 得 各 种 矛盾 式 . 

v) 请 读者 自 证 公理 (L2) 为 重 言 式 . 


4. 可 靠 性 定理 与 完备 性 定理 


以 上 已 经 看 到 ,对 一 个 代表 命题 的 公式 4 , 既 可 以 用 “4 是 定 
” 理 ” 来 肯定 及 ,又 可 用 “A 是 重 言 式 "来 肯定 A ,那么 这 二 者 是 否 基 
和 谐 的 呢 ? 回答 是 肯定 的 . 
W 定理 1.2.21{( 可 和 售 性 定理 ) 凡 定 理 缘 为 重 言 式 , 即 , 若 FA， 
WFA. 

证 在 例 1.2.20 中 已 铬 到 ,三 条 公理 (L1) 一 (L3) 都 是 重 言 
式 .为 证 凡 定 理 都 是 重 言 式 , 只 须 证 推理 规则 MP 保持 重 言 式 , 即 ， 
车 A 一 B 5 A 都 是 重 言 式 , 则 BERERA. 事实 上 , 设 v: 
F(S) 一 {0,1} 是 任 一 赋值 , 则 由 A 一 B 与 A 都 是 重 言 式 知 wv(A- 
B)=1 E v(A)=1. 那 么 由 定义 1.2.16ii) 即 得 w(B)=1. 从 而 由 
v 的 任意 性 知 B 为 重 言 式 . 

由 可 靠 性 定理 知 例 1.2.5 与 例 1.2.10 中 的 各 公式 均 为 重 言 
=, 

` 18 ` 


定理 1.2.22{ 完 备 性 定理 ) ” 凡 重 言 式 皆 为 定理 , 即 若 F A， 
WEHA. 

证 设 和 A 是 重 言 式 .由 定理 1.2.15,A 可 证 等 价 一 个 合 取 范 
B, 

B = O, À O, A A C,, (1.2.4) 
其 中 每 个 C;(i 所 ne) 都 是 一 个 简单 析 取 式 .因为 A 是 重 言 式 ,由 4 
与 B 可 证 等 价 知 A 一 B 是 定理 ,从 而 也 是 重 言 式 ,由 MP 保持 重 
AAA B 是 重 言 式 . 设 o 是 任 一 赋值 , 则 由 (1.2.4) 式 ,v(B8)=1， 
及 引 理 1.2.18 知 对 每 个 ;i 魏 2” 均 有 w(C)=1. 设 
C; = mV Tik,- (1.2.5) 

这 里 每 个 瑟 是 头子 公式 或 原子 公式 的 否定 .如 果 (1.2.5) 中 不 同 
时 会 一 个 原子 公式 及 其 否定 式 , 则 当 =. = p(p 为 原子 公式 ) 时 令 
二 对 应 和 值 0, 当 r; = —p BF p 对 应 值 1, 而 对 S 中 的 其 余 p 令 其 
对 应 任意 值 0 或 1, 则 由 注 1.2.17ii 知 这 种 对 S 中 原子 公式 的 真 
值 措 派 可 唯一 地 扩张 为 一 个 赋 慎 wv ,显然 v(C;)=0, 从 而 由 引 理 
1.2.18 W v(B)=0. WAFA. 1.2.5) p vA — š pp 与 一 p 
出 现 , 不 妨 设 它们 是 前 两 项 . 把 第 3 项 起 的 部 分 记 作 D, A 
C= pV >p D. BA pV—p=—p-> p 是 定理 , 故 由 例 1.2. 
10v) HI C, 是 定理 ,又 ,由 例 1.2.10vii) 知 两 个 定理 的 合 取 也 是 定 
理 , 从 而 有 限 个 定理 的 合 取 也 是 定理 , 故 由 C, 的 任意 性 及 (1.2.4) 
知 B 是 定理 .最 后 由 B 与 A 可 证 等 价 ,从 而 B>A 为 定理 及 MP 
知 A 为 定理 . 


5, 模 型 与 紧 性 


对 命题 演算 而 言 ,F(S) 的 一 个 赋值 v 由 它 在 S 上 的 值 所 唯 

一 确定 ,这 时 把 在 o 之 下 取 值 1 的 那些 原子 公式 拿 出 来 就 得 到 S 

的 一 个 子 集 S。. 反 过 来 , 任 给 S 的 一 个 子 集 So, 令 So 中 的 原子 公 

式 对 应 1, 而 5~ So 中 的 原子 公式 对 应 0, 就 可 生成 一 个 赋值 vs . 

按 这 种 办 法 就 可 得 到 全 体 赋值 之 集 0 到 S BW) 2S 之 间 的 一 一 
"19， 


对 应 . 

定义 1.2,23 设 S 是 原子 公式 集 ,So 是 S 的 子 集 (可 以 是 空 
集 ), 则 称 So 为 一 个 模型 . 设 v= vs 是 So WERE, A 是 任 一 
公式 ,如 果 wu(A)=1, 则 称 So 满足 4 RS 是 4 的 模型 , 记 作 So 
FA. 设 TCF(S), 若 对 每 个 AET 均 有 So A, 则 称 So Æ T H 
模型 , 记 作 SaF T. 如 果 当 SoF T BS E B(BEF(S)), 则 称 工 
满足 B, 记 作 TF BB, 即 荆 中 各 公式 的 共同 模型 也 是 B 的 模型 

并 非 每 个 公式 都 有 模型 ,矛盾 式 就 没有 模型 . S 的 任 一 子 集 都 
是 重 言 式 的 模型 .一 个 公式 可 以 有 许多 模型 ,如 ,S 的 任 一 包含 9 
的 子 集 都 是 zp 一 g 的 模型 .一 个 模型 也 可 以 是 许多 公式 共有 的 模 
型 ,如 令 So= lpi W So 是 公式 p,q-> 记 ,以 及 p V q 等 许多 公式 
的 共同 模型 .如 果 令 T= PA ad ALIR. So F T. 

01.2.24 设 T={A,A 一 B,B 一 Ci, 则 TF C, 即 ,了 满足 
C. 事 实 上 , 设 So 是 了 的 模型 ,w = os 是 So 决定 的 赋值 , 则 
v(A)=1,v(A>B)=1,v(B8 陪 C)=1. 由 前 面 式 子 得 vw(B)=1. 
再 由 v(B->C)=1, 即 得 x(C)=1. 所 以 So tB C 的 模型 . 

设 TCF(S),AEF(S), 则 TF A 是 个 语义 方面 的 概念 , 它 
表示 工 中 各 公式 的 共同 模型 也 是 A 的 模型 .TH A 则 是 语 构 方 面 
的 概念 , 它 表示 从 工 可 以 证 得 A. 当 工 是 空 集 时 TF A 表示 人 是 
EER AA T 是 空 集 ,每 个 模型 都 可 看 作 T 中 公式 的 共同 模 
型 ,从 而 每 个 模型 都 是 A 的 模型 ,所 以 A 是 重 言 式 .这 时 T F A 
表示 A 是 定理 .由 可 车 性 定理 与 完备 性 定理 知 上 A 当 且 仅 当 上 
A, 即 THFA 当 且 仅 当下 FA. 如 果 工 非 空 , 仍 可 证 明 TFA 当 且 
仅 当 工 上 有 .其 证 明 可 参看 文献 [2]. 

设 是非 空 集 ,EC2X, 即 EE 是 X 的 若干 子 集 构成 的 集 族 . 
当 五 中 任意 有 限 多 个 集 之 交 非 空 时 称 互 NX 中 的 中 心 集 族 .这 时 
有 一 包 售 下 的 X 上 的 超 庆 2,2 除了 具有 一 般 滤 的 性 质 ( 任 二 集 
之 交 仍 属于 该 滤 ,该 泪 在 包含 一 个 集 的 同时 包含 比 这 个 集 大 的 集 ) 
而 外 ,还 具有 性 质 : 若 AUB=X, 则 AE 9 或 BE 9. 

定理 1.2.25 ( 紧 性 定理 ) 设 了 工 是 公式 集 , 如 果 T 的 每 个 有 
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限 子 集 都 有 模型 , 则 T 自身 也 有 模型 . 

证 以 27 表 示 T 的 有 限 子 集 构 成 的 案 . 对 T 中 每 个 公式 A, 
令 及 = {iE2 人 ,AE 计 , 则 对 工 中 任意 有 限 个 公式 A1,…,A。 而 
= 

[Atn An EAN ANAA, 
所 以 27 的 子 集 族 已 = {有 A:AET| 具 有 有 限 交 性 质 ,从 而 有 2 人 
上 一 包含 已 WRR 9 .由 假设 知 ,对 每 个 iE2. 人 ,i 有 模型 ,从 而 
有 赋值 v 使 对 每 个 AE1 均 有 wvw(4)=1. 现 在 作 下 (S) 的 赋值 v 
如 下 :对 FF(S) 中 的 公式 B, S 
v(B) = 1 当 且 仅 当 {i:w(B) = 1} € 9 (1:2.6) 
由 (1.2.6) 定 义 的 v 确 为 F(S) 的 赋值 ,事实 上 ， 
D 2(B)=1,BHMLi:o (B)=11€ 9, 则 因 {j:w(B)=0| 与 
fi:v(B)=11 不 相交 , 故 由 2 ATA 
[j : u (~B) = 1} = fj 2; (B) = 0! & 2. 
从 而 由 (1.2.6) 知 w( 一 B)=0. 反 之 , 设 vu(B)=0, 则 {i: vw(8)= 
16 3 .由 旬 为 2 上 的 超 滤 知 
2D — {iw(B) = 1|= {ji:w(B)= 01 
= Ijo (—B) = 1! € 9. 
故 由 (1.2.6) 知 w( 一 B)=1. 总 之 o(—B)=1-x(B). 
说 由 (1.2.6) 及 9 为 超 小 知 
v(B>C)=0 当 且 仅 当 i:o(B—-C)=116 2, 
MH Í[j:u(B-C)=016€ 2, 
'HHERY {jiy(B)=1H oÁo(C)=01€ 2, 
HHR Jj:ə(B)=1!f1ie:o (—C)= 
lie 2, 
XAR {j:y(B)=1E2Hlk: 
u (—C)=1|€ 9, 
XAR o(B)=1 H ə(—C)=1, 
XAR w(B)=1 E vwv(C)=0. 
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所 以 由 定义 1.2.16 知 wv 是 F(S) 的 赋值 . 

今 设 A 是 工 中 任 一 公式 , 则 由 AA=|i:AEijEECI 以 及 
每 个 i 均 有 模型 且 A 属于 每 个 A 中 的 i 知 车 iEA, 则 2 (A)=1, 
所 以 

AClj:v(A)= 1! € 9. 
故 由 (1.2.6) 知 v(A)=1. 因 为 A 是 工 中 任意 的 公式 ,所 以 醋 有 
模型 S。. 


6. Lindenbaum 代数 


E A.B 是 两 个 公式 ,如 果 对 每 个 赋值 vu 都 有 v(A)= (B), 
则 v(A->B)=v(B 一 A)=1 恒 成 立 , 即 A—B 5j B>A 都 是 重 
言 式 . 反 过 来 ,如 果 A—B 5 B> A 都 是 重 言 式 ,那么 容易 证 明 对 
ERE v 都 有 w(A) = u(B) 成 立 . 这 时 我 们 说 A 5 B 是 逻辑 
等 价 的 , 即 

定义 1.2.26 设 A,BEF(S), 如 果 对 每 个 v€E0,v(A)= 
v(B) 成 立 , 则 称 A 与 B 是 逻辑 等 价 的 . 

由 以 上 讨论 和 和 可 华 性 定理 与 党 备 性 定理 立即 得 出 下 而 的 

定理 1.2.27 设 A,BEF(S), 则 以 下 条 件 等 价 : 

DA 5 B 是 逻辑 等 价 的 ， 

DAB 与 B->A 都 是 重 言 式 . 

ñA 5 B 是 可 证 等 价 的 . 

如 果 用 ASB 表示 AA 5B 可 证 等 价 ,A 一 B 表示 A 与 B 238 
等 价 , 则 由 上 述 定理 知 一 与 是 相同 的 . 一 显然 是 FF(S) 上 的 等 价 
关系 . 当 A~B 时 一 A 一 一 B, 且 当 A~B,C~D 时 ,AC~B 
一 卫 , 所 以 一 还 是 F(S) 上 的 同 余 关 系 .由 于 V 与 A 都 是 由 一 与 一 
复 台 而 得 的 运算 ,所 以 当 A-—B,C—ü-DW#W.,AVC-BVD#IAA 
C—BAD 都 成 立 .以 下 表示 商 代数 F(S)/ 一 .以 A. 记 A 所 在 的 
同 余 类 .对 A ,BEF(S). 规 定 AB 当 且 仅 当 对 每 个 v€ O, 
of4)<s<au(B), 则 委 是 商 代数 下 上 的 偏 序 . 

定理 1.2.28 HREF, < )E Booe 代数 . 
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证 DAEA AD A 是 重 青 式 (也 部 定 丕 ) ,周易 征用 
中 的 公式 都 是 重 言 式 , 且 重 言 式 都 在 À 中 ,那么 对 任何 重 言 式 B 
MA,B=A. RI A 显然 是 (到 , 魏 ) 中 的 最 大 元 , 记 作 和. 同 理 可 证 
全 部 矛盾 式 怡 为 一 个 同 余 类 ,上 且 是 (下 , 委 ) 中 的 最 小 元 , 记 作 0. 

ii A,BEF(S), EI o(A)S<o(AV B),o(B)<o(A V 
B). WR ol AS olC)HE 2(B)=<(C),WI o(AVB)=%(A)V 
s(B)<ço (C). IKEA V BEA 5B EF 中 的 上 确 界 . 同 理 可 证 
AAB 是 A 5B # F PATRA. MUE, SEH. 

iH AV—A 为 重 言 式 而 AAA 一 A 为 予 盾 式 得 有 VY 二 A =1 
且 有 人 一 A=0. 所 以 (六 ,所 ) 是 有 补 格 . 

iv) 容 易 直 接 验 证 v(AA(BVC))=w((4AB)V(AA 
C0)), 故 AA(BVC)=(AAB)V(AAC). 所 以 (, 声 ) 又 是 分 
配 格 . ! 

HELE i)—iv)8(F ,=<)38 Booe 代数 . 

商 代数 F 也 叫 Lindenbaum 代数 . 


第 二 章 ”多 值 逻 辑 的 语义 理论 


82.1 引言 
1. 多 值 逻 辑 的 产生 背景 与 历史 概述 


用 赋值 的 方法 可 以 描述 一 个 命题 的 真 假 , 如 在 $1.2 中 看 到 
的 那样 ,用 数字 1 ERA, MAF 0 表示 很 .但 是 在 实际 生活 中 是 
不 是 每 个 命题 都 可 用 真 或 假 来 判断 呢 ? 请 看 一 个 著名 的 例子 . 
1920 4 ,J. Łukasiewicz 问 “ 明 年 12 月 21 日 中 午 我 将 在 华 钞 ”这 一 
命题 是 真 还 是 假 ? 显然 ,这 种 包含 未 来 事件 的 命题 往往 是 难以 判 
定 真 假 的 , 所 以 上 Lukasiewicz 提出 了 除 真 (True, 简称 T) 与 假 
(False, 简 称 F) 之 外 的 第 三 真 值 二 ,了 工 表示 不 确定 的 中 间 值 . 
也 有 人 认为 了 可 表示 无 意义 命题 的 值 . 如 ,组 成 命题 的 对 象 
是 杂乱 无 章 的 东西 :水 仙 花 ,小 独 .棍子 .自然 数 等 ,考虑 以 下 各 命 
题 : | 
p: 7 是 素数 . 
q: 9 是 素数 . 
r: 11 是 水 仙 花 . 
以 上 pp 是 真 的 ,g 是 假 的 ,而 > 则 是 无 意义 的 ,可 用 了 表示 其 真 
值 . 
其 实 早 在 古 希 腊 时 期 亚 里 斯 多 德 就 对 断言 一 个 命题 p 或 其 
否定 ~7p 必 有 一 个 成 立 的 排 中 律 握 出 了 质疑 ,只 不 过 没有 明确 提 
出 多 什 迎 辑 的 理论 而 已 . 系统 的 多 值 逻 辑 理 论 是 由 J. Eukasiewicz 
5 E, Post 各 自 独立 地 于 20 世纪 20 年 代 提出 的 .但 这 一 理论 的 发 
展 都 经 历 了 艰难 的 历程 .不 少 学 者 认为 有 二 值 逻 辑 已 经 足够 了 ,可 
以 用 它 去 处 理 多 值 逻辑 的 问题 ， 直到 90 年 代 还 有 这 种 思想 的 影响 
存在 { 参 看 文献 [51] ) ,难怪 N. Rescher 在 他 的 《多 值 迎 辑 学 》 一 书 
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中 要 用 那样 多 的 篇 申 去 为 多 什 多 辑 正名 [站 .不 过 后 来 由 于 包括 S. 
C. Kleene, C. C. Chang 和 G. Epstein 等 一 批 多 值 逻 辑 工作 者 的 著 
各 工作 ,特别 是 由 于 多 什 远 辑 理 论 在 电路 中 的 应 用 而 使 多 信 运 加 
”得 到 了 发 展 与 肯定 ， 


2. 多 值 逐 辑 与 经 典 逻 辑 的 异同 


像 二 值 逻 辑 一 样 ,在 多 值 逻辑 中 也 是 用 字母 与 符号 来 表示 命 
题 与 复合 命题 的 . 以 “如 果 明 年 我 还 在 西安 工作 的 话 ,我 就 与 你 共 
同 办 公司 ”这 个 复合 命题 为 例 ,用 字母 A 表示 “明年 我 还 在 西安 工 
作 ”, 用 字母 B 表示 “我 与 你 共同 办 公司 ”, 则 上 述 复合 命题 就 可 用 
蕴涵 连接 词 写 成 A 一 B. 再 如 对 命题 “并 非 明天 黄河 股票 要 演 价 而 
长 虹 股票 要 跌价 "而 言 ,如 果 用 字母 A 表示 “明天 黄河 股票 要 涨 
价 ”, 用 字母 B 表示 “明天 长 虹 股票 要 跌价, 那么 上 述 命题 就 可 写 
为 一 (4 A 吾 ) 等 等 .由 此 可 见 ,在 用 字母 与 还 辑 连接 词 来 表示 命题 
方面 多 值 逻辑 与 二 值 逻辑 没有 什么 不 同 . 比如 ,在 Lukasiewicz 的 
三 值 逻 辑 系统 中 ,全 体 命题 (公式 ) 之 集 F(S) 仍 是 由 S=] pi, p2, 
…| 生 成 的 | 一 ,一 | 型 自由 代数 (不 过 这 时 逮 辑 连 接 词 Y 已 有 了 新 
的 简化 意义 ). 对 于 一 般 多 值 逻辑 系统 而 言 ,PF(S) 可 以 是 型 较 复 
杂 的 自由 代数 . 

多 值 还 辑 与 二 值 逻 辑 的 明显 不 同 在 于 赋值 集 已 不 再 是 10,1} 
了 .比如 ,对 “明年 我 还 在 西安 工作 ”与 “明天 长 虹 股票 要 路 价 " 这 类 


命题 就 可 赋 给 十 值 .用 语义 理论 的 术语 讲 ,一 个 赋值 v 已 不 是 从 


F(S) 到 10,1| 而 是 从 FP(S) 到 |0, 十 ,1| 基 至 到 含有 更 多 元 素 的 n 


”元 结构 的 同 态 了 . 

二 值 逻辑 中 常用 的 逻辑 连接 词 有 ->, 一 , V 与 人 等 ,后 黄 个 连 

接 词 是 可 以 由 前 面 两 个 来 表达 的 .在 多 值 逻辑 中 最 常用 的 仍然 是 

这 些 连 接 词 ,所 以 单 从 一 个 公式 的 外 表 上 看 是 难以 区 别 该 公式 是 

二 值 多 辑 中 的 公式 还 是 多 值 还 辑 中 的 公式 .不 过 在 多 值 逻辑 情形 

上 述 各 种 连接 词 之 间 的 关系 可 能 有 变化 .如 ,在 Lukasiewicz 逻辑 
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中 ,AVB 是 (A 一 B) 一 B 的 简写 ,而 不 再 是 7A 一 B 的 简写 了 . 
同时 反 过 来 也 无 法 用 V 去 表达 一 . 这 是 多 值 软 辑 与 二 值 逻 辑 在 连 
接 词 相互 表达 方面 的 不 同 之 处 .此 外 ,在 多 值 逻辑 中 往往 还 引入 更 
多 的 连接 词 , 如 引 人 模 态 词 仿 与 口 以 加 强 语气 等 . 


3. 多 值 远 辑 的 研究 内 容 


£ 1838381 HK 518 X Bi 4-3 Ei B3 836, BEAK 
R ASNAN EBE SOROR iB X rb bHE SE 2 
一 些 .此 外 ,多 值 有 逻辑 的 一 个 研究 分 支 是 对 有 关 代 数理 论 的 研究 ， 
如 Kleene 代数 ,Stone 代数 ,Post 代数 ,次 Post 代数 , 双 Heyting 代 
数 的 研究 等 形成 了 多 值 己 辑 研 究 的 一 个 分 支 .关于 这 类 代数 的 研 
究 , 可 参看 文献 [4]. 

多 值 还 辑 的 又 一 研究 课题 是 所 谓 函数 完备 性 问题 . 以 三 值 逻 
辑 为 例 , 设 A 是 由 原子 公式 p1,…, p. 表达 的 公式 ,如 A= f( bio 
…, p.) ,这 里 了 是 用 一 与 一 (或 者 还 有 V ,人 等 ) 组 成 的 公式 ,那么 
对 每 个 赋值 v, 由 v EREA A= Fol) olp) RE 


了 是 与 了 有 相应 结构 的 |0, 二 ,1| 中 的 运算 公式 ,当然 在 
|0 士 ,1 中 已 事先 定义 了 运算 一 与 一 等 .如 果 斩 时 忘 控 了 的 来 源 


并 以 Es 记 |0, 去 ,1|, 则 子 不 过 是 Es 上 的 一 个 n 元 函数 
FE — Es. 如果 当初 A= (prp) pa MARR / SR EH 
Flz1s x2 x3) 一 【一 21 zə) V zs (2.1.1) 
来 定义 ,这 里 在 Es 中 一 ,一 与 VY 已 有 定义 ,如 , 当 a,pEE3 时 一 a 
=l—a,a Vb=maxla,b], 
1, 当 a < b 
—a Vb, "Pa > 五 ， 
如 果 定 义 2: E, = Es,h: E2—=Es M k:E — Es 为 
g(z)= >z, h(z,y)=z—y , k(z,y) == V y, 
则 由 (2.1.1) 知 
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(2.1.2) 


"m . a— b = 


f(zi,z2,zs) = k(h(g(zi),z2),zs). 
即 ,f 可 通过 g,h 与 & MAT. MM F(S) 中 的 公式 所 对 应 的 
函数 均 可 出 g ,上 与 & 复合 而 得 .但 F(S) 中 的 公式 所 对 应 的 函数 ， 
如 子 等 是 有 特殊 来 历 的 了 荔 数 ,那么 一 般 的 与 FS) 无 关 的 n Zum 
WLI, p: E3" — E; 是 否 也 可 以 由 上 述 的 g,h 与 & 复合 而 得 
W? 这 就 是 关于 函数 系 |1g ,上 ,下 | 的 完备 性 问题 ,关于 函数 完备 性 
问题 ,可 参看 文献 [5]. 

多 值 逻辑 的 实用 性 研究 在 电路 设计 上 有 重要 应 用 ,如 前 面 提 
到 的 文献 [4,5] 等 书 中 ,就 以 大 量 篇 幅 论 述 了 这 方面 的 问题 ,后 者 
并 详细 介绍 了 多 值 迎 辑 在 计算 机 理论 方面 的 应 用 . 

最 后 , 随 着 近年 来 对 Fuzzy 控制 技术 的 成 功 应 用 ,作为 其 理论 
基础 的 Fuzzy 推理 研究 也 广泛 展开 ,而 Fuzzy 推理 是 可 以 纳 人 于 
多 值 (连续 值 ) 逻 辑 系 统 之 中 的 ,因而 是 多 值 罗 辑 应 用 的 又 一 个 重 
要 方面 .本 书 将 从 第 三 章 起 讨论 这 一 问题 . 


82.2 赋值 格 上 的 蕴涵 算 子 
1.[0,1] 上 车 千 不 同 的 蕴涵 算 子 


前 面 已 经 说 过 ,多 值 逻 辑 与 二 值 还 辑 的 明显 不 同 在 于 赋值 函 
数 ”的 值 域 已 由 10,1} 扩 大 为 至 少 含有 3 个 元 素 的 集 ,如 E, [0, 
11 力 至 一 艇 的 格 工 .我 们 将 把 这 个 o GHS RW SLK IN A U F 
将 看 到 除 个 别 系 统 像 Bochvar 的 Bs 外 它们 确实 具有 格 结构 .事实 
上 ,它们 还 具有 更 丰富 的 结构 ,如 运算 一 与 习 等 . 以 [0,11] 为 例 , 当 
a,PE[0,1] 时 一 般 均 规定 aV p=maxfa,Bi,a A B=minle , BL UJ 
及 -za =1 一 a 等 .但 a 一 8 的 定义 却 是 多 种 多 样 的 .这 时 ,一 :[0， 
1]2 一 [0,1] 是 二 元 函数 ,为 方便 起 见 ,我 们 以 R 记 此 函数 ,以 a 记 
a, FR R 为 蕴涵 算 子 .常见 的 葡 涵 算 子 的 定义 如 下 : 

(DZadeh 算 子 R; Rz(a,b)=a V (a Ab). 

@Eukasiewicz 算 子 Rr, ` Ru(a,b)=(a'+5b)A1. 

Mamdani £T Rm Rumla, b)=a Ab. 
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b 


| 1, a< 
@Gaines — Rescher 算 子 Ren Rag(a ,b)= N 2 


. Reichenbach 算 子 RR Rela,b)=a tab. 


1, a&b 
@Gëdel 算 子 Re Ra(a,b)= b, Sa. 

M a=0 
DGoguen WF Ro, Rala,b)= EA, az0. 
Yager AF Ry ! Ry(a ,b)= p 


Kleene — Dienes 算 子 Rip Rin(a,b)=a Vb. 

以 上 的 蕴涵 算 子 中 除了 那些 用 到 [0,1j] 的 加 法 、 乘 法 、 除 法 和 
指数 运算 的 四 、@、O .图 以 外 ,其 余 5 个 草 含 算 子 询 可 推广 到 带 有 
道 序 对 合 对 应 的 有 界 格 中 ,又 ， FASIA TIn FINER 

OR AF Rolad) = | vo, D 
并 于 文献 [外 中 证 明了 Ro 是 较 其 它 各 北 泽 算 了 具有 更 多 良好 性 


质 的 算 子 . 
2.D. Dubois-H. Prade 条 件 


| GD-P 条 件 


法 国学 者 D. Dubois 与 H. Prade 对 缆 洱 算 子 提出 了 10 个 条 
忻 ,我 们 简称 其 为 D-P 条 性 .这 10 个 条 件 是 : 

Daa’ 时 , R(a,b)22R(a *,b). 
Dbb tt, R(a,b)<S<R(a,b"*). 
ii) R(0,b)=1. 

iv)R(1,b)=b. 

v)R(a,b)>b. 

vi)R(a,a)=1. 
viDR(a,R(b,c))=R(b,R(a,c)). 
viii)R(a,b)=1 当 且 仅 当 asb. 
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ix)R(a,b)=R(b a). 
x) 民 (zy) 关 于 zy 连续 . 


Da D- PAAIE 


首先 指出 ,10 条 D-P 条 件 不 是 相互 独立 的 .事实 上 , 设 x) Ë, 
立 , 则 让 与 DA. m EDR, A ,<b* ,由 “为 逆序 对 合 对 
应 知 5*' 志 5 .所 以 由 ix) 得 

R(a,b) = R(b aO S R(b* a) = R(a,b*), 
BiR. 2224 证 ) 成 立时 也 可 由 iet i). X H iM iy) 得 
R(a,b) > R(1,6) = b, 
即 成 立 . 还 有 ,由 这) 与 vR ii): 
R(0,b) = R(¥ ,1) > 1. 
最 后 ,条 件 vii) 的 一 半 , 即 当 asb 时 R(a,5)=1 由 站 与 Vi) 即 得 : 
当 a&b hf f 
' R(a,b)> R(b,b) = 1. 
综 上 所 述 可 见 10 个 D-P 条 件 中 让, 证 ),w) 以 及 wiii) 的 一 半 均 可 
删 去 . 当然 ,把 这 些 可 由 其 它 条 件 推 得 的 条 件 一 并 列 出 也 有 其 好 
处 ,使 人 可 以 清楚 地 看 到 全 部 性 质 ， 

其 次 ,结合 赋值 可 以 看 出 D- 了 条件 中 的 若干 条 件 的 直观 意 
义 , 前 面 已 经 说 过 ,赋值 v 是 从 公式 集 F(S) 到 赋值 格 工 的 同 态 . 
HWAT R 的 背景 是 L 上 的 二 元 运算 >. 由 v 保 运 算 一 得 

v(A—B)= R(v(A),v(B)) (2.2.1) 
由 于 A->A 是 重 言 式 , 对 每 个 赋值 o IH o (A—A)= 1. Br L 
要 有 wvw:F(S) 一 L 和 AEF(S) 使 v(A)=a( 一 般 均 如 此 ), 由 
(2.2,1) 就 自然 推出 了 条 件 vi). viii) 的 直观 背景 是 说 A.B EE 
言 式 当 且 仅 当 对 每 个 赋值 w A lAo) .如 果 承 认 这 一 
点 ,那么 由 A 为 矛盾 式 时 A 一 B 为 重 言 式 即 得 iu). 
”并 非 D-P 了 条 件 对 每 个 多 值 多 辑 中 的 赋值 格 都 成 立 . 以 vii) 和 
， 底 ) 为 例 , 它 们 分 别 对 应 于 公理 
(A — (B — C))— (B > (A — C)) (2.2.2) 
和 | | 
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(一 4 一 一 B) 一 (日 一 A) (2.2.3) 
但 并 非 每 个 多 值 系统 都 承认 这 两 条 为 公理 . 如 果 再 承认 


(B— C) —>((A = B) > (A > C)) (2.2.4) 


为 公理 , 则 在 相应 的 系统 中 i) 5 订 成 立 (假定 有 可 靠 性 定理 ) .请 
读者 对 条 件 i) 一 ix) 作 进一步 的 分 析 . 
值得 注意 的 是 ,对 许多 多 值 系统 而 言 ,条 件 x) 都 不 成 立 . 


82.3 几 种 三 值 逻 辑 系统 


本 章 研究 多 值 逐 辑 的 语义 理论 ,也 就 是 基于 赋值 概念 的 理论 ， 

暂 不 涉及 基于 公理 和 推理 规则 的 形式 演绎 理论 . 仍 用 F(S) 表 示 
全 体 命题 ( 即 公式 ) 之 集 , 用 工 表示 赋值 格 ,那么 一 个 赋值 v: 
F(S) 一 工 , 就 是 一 个 从 FOA L 的 同 态 , 它 保持 F(S)5 L # 
有 的 那些 运算 . 比如 , F(S) 中 有 一 ,V 与 -> 运算 时 , 上 就 也 有 这 
些 运算 , 且 

v(—A) = —(A) 

vlA V B) = v(A) V v(B) (2.3.1) 

v(A — B) = (A)— (B) ` 
注意 对 不 同 的 多 值 逻辑 系统 而 言 ,F(S) 是 相同 的 ,只 要 运算 种 
类 ,也 就 是 型 一 致 的 话 .在 大 多 数 情形 各 系统 的 公式 集 下 ( 3) 都 是 
由 非 空 集 S 生成 的 | 一 , V ,一 | 型 自由 代数 .而 既然 F(S) 是 自由 
代数 ,那么 一 ,V ,一 运算 就 是 纯粹 形式 上 的 连接 , 谈 不 上 什么 交换 
律 \ 结 合 律 等 等 .至 于 公理 系统 , 那 是 要 另外 加 以 肯定 的 东西 ,不 同 
的 多 值 逻 辑 理论 当然 有 不 同 的 公理 系统 与 推理 规则 ,而 这 又 是 语 
构 理 论 研究 的 内 容 .对 于 赋值 v:F(S)—L 而 言 ,既然 F(S) 是 相 
对 固定 的 ,那么 该 研究 的 就 是 L 中 的 运算 一 , V ,~ 等 的 性 质 了 ， 
也 就 是 该 研究 (2.3.1) 式 右边 那些 运算 的 性 质 了 .所 以 本 章 中 研究 
的 多 值 色 辑 的 语义 理论 主要 研究 的 是 重 言 式 理论 ,而 这 又 归结 为 
对 不 同 的 赋值 格 及 其 上 运算 性 质 的 研究 . 因此 我 们 往往 省 去 “ 逻 
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辑 " 二 字 而 简单 地 说 “多 值 系统 ”. 
1.Eukasiewicz 的 三 值 系 统 工 ; 
Ls 的 真 值 表 
用 bar 等 表示 命题 ,用 一 户 On p HGE, AMA p V q 


BpAq Emp 与 g 的 析 取 与 合 取 ,用 p 一 g RIR p Aig, IJ 
”于 ukasiewicz 给 出 的 真 值 表 如 下 : 


Ë P 
T F 
I I 
F T 


p Aq ‘pg 


这 里 了 表示 真 ,下 表示 假 , 工 表示 中 间 值 .所 以 现在 的 赋值 格 是 L 
= 下 ,了 Fl. 以 上 的 真 值 表 实 际 上 是 建立 了 上 中 的 四 种 运算 一 ， 
V ,人 与 习 . 以 第 一 个 真 值 表 为 例 , 它 说 当 w(p)= 全 时 wv( 一 p)= 
F, o(p)=IBo(—p)= I," o2(p)= F hho(-—p)= T. 
u(—p)=—u(p),Pr Pl k SEbA FE yaa o(p)= T.I RF 
Wp o(p)=F,1 BR T. AE X T L 上 的 一 元 运算 一 : 工 一 
工 .其 它 的 几 个 表 则 定义 了 工 中 的 二 元 运算 .如 ,TVI=T,IAI 
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.= 了 ,T-> 已 = 了 等 .这 就 是 我 们 在 前 面 所 说 的 ,多 值 系统 实际 上 是 
研究 赋值 格 及 其 上 运算 的 理论 . 以 下 用 Ls 表示 Lukasiewicz 的 三 
值 系 统 ， 


名 一 些 说 明 


注 2.3.1 这 如 果 把 以 上 各 真 值 表 中 工 所 在 的 行 与 列 都 删 去 ， 
则 剩 下 的 部 分 怡 好 是 二 值 现 辑 中 的 真 值 表 . 如 果 把 二 值 系统 记 为 
C2, 则 工 ; Æ C, 的 扩充 ， 1 
i) 和 如果 把 L 按 真 假 程 度 排 序 , 了 之 I 之 下 , 则 由 第 二 和 第 三 两 
个 表 看 出 pV g 取 p 5q 中 真 值 较 大 的 值 ,而 pAg p 与 9 PR 
值 较 小 的 值 . 
证 ) 由 蕴涵 关系 表 看 出 , 若 pq 与 pb HIRAET, W ç RA 
ET HEE L, 中 MP 规则 成 立 . 
iv) 从 真 值 表 可 直接 验证 在 Ls 中 , V 与 人 都 是 交换 的 , 且 是 结 
合 的 和 相互 分 配 的 ,同时 下 述 De Morgan 对 侦 律 成 立 ; 
—(a V b) = >a A >b, 
—(a A b) = —a V —b. 
这 里 a 与 5 表示 全 ,I 或 下 .以 后 为 叙述 方便 ,把 满足 iv) 中 性 质 的 
真 值 表 称 为 正则 的 . 


VL 中 的 三 个 元 素 T,I 5 F 也 经 常 分 别 用 1, 二 与 0 去 表 


(2.3.2) 


m. 
的 连接 词 之 同 的 关系 


Ls 中 各 运算 之 间 有 下 述 关系 

命题 2.3.2 在 La 中 

ijaVb=(a—b)—=b, 

—aVb, #(a,b)Z(I,I) 

T, #(a,b)=(I,D. 
证 直接 查 真 值 表 逐 一 验证 即 可 . 
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ii)a—b = 


注 2.3.3 从 命题 2.3.2ii) 看 出 运算 -可 通过 一 ,V 并 借助 人 
。 值 来 表达 . 租 若 不 借助 T 值 , 仅 用 一 , V 和 人 是 无 法 表达 一 的 .这 
是 因为 

—I=IVI=IAI=I, 
但 天 "了 = 了 . 即 一 ,V IA fEHT L S II, EAR I-I HT 
值 的 . 


井 模 态 词 仿 与 口 


用 心 表 示 语 气 词 “ 可 能 ”, 用 口 表示 “必然 >, 则 当 pp 真 时 当然 
可 能 真 , 当 p 不 定时 ,也 可 能 真 ,而 当 p 假 时 就 不 能 再 使 bp 可 能 真 
了 ,所 以 有 如 下 的 真 值 表 


b Op 
T T 
I T 
F F 
类 似 地 有 关于 “必然 "的 真 值 表 : 
p Op 
T T 
I F 
F F 


容易 验证 Op 与 一 记 -> 户 有 相同 的 真 值 .如果 把 命题 与 其 冉 值 不 
加 区 别 , 也 可 写成 Op = — p— p. X E: H Lukasiewicz 的 学 生 A. 
Tarski 首先 指出 的 . 


OL; 与 Cz 中 重 言 式 的 比较 


定义 2.3.4 设 SS 是非 空 集 ,F(S) 是 由 S 生成 的 (一 ,Y， 
一 ) 型 自由 代数 , 即 下 (S) 是 全 部 公式 ( 命 古 ) 之 集 , 工 = [T.I F| 
是 Lukasiewicz 三 值 系统 . 
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四 映射 o: F(S)—-L UR, A 2.3.1) RA. 以 G 记 全 体 赋 
值 之 集 ，. 
ñE AC F(S) ,如 果 对 每 个 mwED HA o Ə(A)= T ,WJ#r A 
yy: 1. oa | 
注 2.3.5 ”如果 限制 赋值 不 取 了 值 , 即 o AFLOAT, 
Fi} 或 {1,01 的 映射 , 则 由 命题 2.3.2i) 知 a—b=—a V b. hr 
取 F(S) 为 经 典 逻 辑 公式 集 , 即 由 S 生成 的 (一 ,一 ) 型 自由 代数 ， 
则 vw:F(S)->{1,01 蚌 二 值 逻 辑 的 赋值 ,这 是 因为 Lukasiewicz = 
值 系统 L, 是 C, 的 扩张 .可见 如 果 A 是 关于 了 3 的 重 言 式 ,那么 
和 一定 也 是 关于 C2 的 重 言 式 .比如 以 A= p 一 (gq->p) 为 例 ,可 以 . 
验证 无 论 给 p 与 g SEDLT,.I,F 中 的 什么 值 A HERH A T, B 
A 为 中 的 重 言 式 .那么 特别 当 给 p 与 g 仅 赋 以 工 与 让 两 种 可 
能 值 时 ,A 的 赋值 当然 仍 只 能 是 工 ,所 以 A 也 是 Cz 中 的 重 言 式 . 
以 上 我 们 把 “A 是 关于 工 3 的 重 育 式 ”简单 说 成 了 “A FE Ls 中 的 重 
言 式 ”, 对 C 也 是 这 样 简 单 地 说 了 .以 后 仍 将 用 这 种 简化 的 说 法 ，. 
由 以 上 分 析 得 
命题 2.3.6 A L, 中 的 重 言 式 都 是 C 中 的 重 言 式 , 即 
T(Ls) C T(C;), (2.3.3) 
这 里 T(Ls) 与 T(C2) 分 别 表示 L, 中 与 C, 中 全 体重 言 式 之 集 . 
注 2.3.7 DCG 中 的 重 言 式 ( 即 F(S) 中 那些 关于 C, 而 言 的 
重 言 式 ) 不 必 是 Ls 中 的 重 言 式 .如 和 A= 一 a Va 是 Cs 中 的 重 言 
式 , 这 里 a 是 原子 公式 .但 给 a RUT, I A 的 赋值 仍 为 I, 可见 
A AJE Ls 中 的 重 言 式 . | 
iC 中 的 重 言 式 甚至 可 在 L, 中 取 值 .如 , 令 
A = —(a >a) V —(—a >a), (2.3.4) 
则 当 给 a REI RA 的 赋值 就 等 于 下 ,但 A 是 C2 中 的 重 言 式 . 
诬 ) 在 多 值 逻辑 中 经 常 考 虞 那 种 赋值 恒 大 于 或 等 于 比 丁 小 
(但 不 是 下) 的 真 值 的 那 种 公式 .在 三 值 情形 这 种 真 值 只 能 是 了 了 ， 
称 对 每 个 o € 0 HE vl AI 的 公式 A RAKAA, WAHE 
言 式 就 是 永远 不 取 F 值 的 公式 , 如果 仅 在 C, 的 范围 内 考虑 赋值 ， 
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淮 重 言 式 由 于 不 取 F 与 1 值 而 只 能 取 工 值 , 即 L, 中 的 准 重 言 式 
必 为 C 中 的 重 言 式 .但 由 让) 中 的 (2.3.4) 式 知 C, 中 的 重 言 式 也 
不 必 为 L, 中 的 淮 重 言 式 . WRU QT(L3) 记 工 ; 中 的 准 重 言 式 之 
集 的 话 , 则 有 

T(L3) C QT( L3) C T(C,) 
或 用 图 2.1 表示 . 


2. Bochvar 的 三 值 系统 Bs 


前 苏联 数学 家 Bochvar 于 1939 年 提出 了 他 的 三 值 系统 Bs. 
在 他 的 系统 中 I 不 再 是 界 于 全 与 下 之 间 的 真 值 了 ,不 能 再 设想 T 
之 1 之 F ,因为 任何 真 值 只 要 通过 V ,A 或 一 与 工 相 作 用 其 结果 均 
为 1. 这 时 赋值 集 工 = {本 ,1 下 | 已 不 再 构成 格 了 .可 以 这 样 设想 :了 
代表 无 意义 ,任何 值 一 旦 与 无 意义 的 值 一 起 运算 ,其 结果 自然 也 是 
无 意义 的 了 ， 


OB 的 真 值 表 
P >p 
T F 
I I 
F 


T 


p 
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T YT I F 
T T IT I F 
I I |I I I 
F F |T I T 


p Aq p>q 


四 一 些 说 明 


注 2.3.8 DB, 真 值 表 也 是 C, 真 值 表 的 扩充 . 

iD, V ARKIT, I, F ERRER T. 

ii) MP 规则 仍 成 立 . 

iv)Bs 真 值 表 也 是 正则 的 . 

v) 关 于 妖 值 与 重 言 式 , 仍 由 定义 2.3.4 描述 . 准 重 言 式 的 意义 
也 与 L, 中 的 一 样 . | 


OB, 中 的 准 重 言 式 与 C, 中 的 重 言 式 


首先 指出 ,在 Bs 中 是 没有 重 言 式 的 . 因为 只 要 给 原子 公式 赋 
以 了 值 , 则 由 它们 表达 的 公式 肯定 有 赋值 .但 Bs 中 是 有 准 重 言 
式 的 ,如 和 =a>a 就 是 ,因为 当 v(a)=IT 时 v(A)= 了, 当 wla) 
天 [时 za(A)= 工 .实际 上 我 们 有 下 述 结果 


命题 2.3.9 Bs 中 的 准 重 言 式 与 C2 中 的 重 言 式 一 致 , 妈 


QT(B3) = T(C;). (2.3.5) 


证 BAEO PIERA, A= flpo Pa) MA pis 
e p, BUF, TR, A WRES T iH pis Pa 中 至 少 一 
ARU Ifi, A 的 赋值 就 是 I 总 之 下 不 会 出 现 , 故 A 为 Bs 中 
的 准 重 言 式 . 
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反 过 来 , 设 A 是 B; 中 的 准 重 言 式 , 则 无 论 给 pi... p, AE 
T,I 或 下 中 的 什么 值 ,A 的 赋值 均 不 为 下 .特别 当 只 给 训 P, 
RAT,F EHA 的 赋值 不 为 下 .由 B, 真 值 表 是 C, 真 值 表 的 扩 
充 知 这 时 A 的 赋值 只 能 是 工 .所 以 A 是 Cs 中 的 重 喜 式 . 

Bochvar 还 引入 了 一 个 公式 p 的 外 部 断 语 A。 和 弱 断 语 W, 以 
及 相应 的 运算 一 , V , A 与 之 等 . 有 兴趣 的 读者 可 参阅 N. Rescher 
Bj (Many — valued Logic》 一 书 


3. Kleene 的 三 值 系统 K, 


S.C. Klene 于 1938 年 引信 了 他 的 三 值 系统 Ks. Ks 与 
Łukasiewicz 的 三 值 系统 L, 的 差别 仅 在 于 蕴涵 算 子 一 的 真 值 表 不 
局 . 


DK, 的 真 值 表 
只 给 出 Ks 的 蕴涵 算 子 的 真 值 表 如 下 : 


pq 


tj Łukasiewicz 的 药 涵 真 值 表 相 比较 可 见 ,在 L, 中 的 JI 一 工 = T, 
而 在 Ks 中 I>1= 了 .又 ,容易 验证 在 Ks 中 pg= 一 pVg 与 p 
Vg= 一 p 一 9g 均 成 立 . 正 因 如 此 ,在 下 3 中 是 没有 重 言 式 的 ,同时 
可 设 Ks 中 的 公式 仅 含 连接 词 一 与 一. | 

K, 真 值 表 也 是 C, 真 值 表 的 扩充 , 它 也 保持 MP 并 且 是 正则 
. 的 。 
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ØK, 中 的 准 重 言 式 


因为 K, RARE C, 真 值 表 的 扩充 , Ks 中 的 准 重 言 式 必 为 
C, 中 的 重 言 式 . 反 过 来 ,C2 中 的 重 言 式 也 是 Ks 中 的 准 重 言 式 ， 
即 下 面 的 命题 成 立 : 

命题 2.3.10 K; 中 的 准 重 言 式 与 C, 中 的 重 言 式 一 致 , 即 

QAT(K3) = T(C,). (2.3.6) 
为 证 这 一 命题 我 们 先 证 明 一 个 引 理 . 
引 理 2.3.11 设 A 由 S 中 的 原子 公式 经 一 与 一 连接 而 成 ， 
23S 一 [下 ,了 ,已 | 为 任 一 映射 . 作 映射 p*:S—|T, FT: 
eta 人 # plp) € IT,F| 
p“ (p;) = T, # oQ) = I. 
则 p 与 9 各 诱导 出 一 个 赋值 o: F(S)1T,I :F(S) 
—>ÍT,F}. 

DUR o (A)= T,W| vp* (A)= T. 

让) 如 果 ww(A)= 开 , 则 vo* (A)= F. 

证 按 A 中 所 含 连接 词 一 与 -的 总 个 数 归纳 证 明 ， 

如 果 4 中 只 售 一 个 连接 词 , 则 A= 一 p RA = pq, XE p, 
daES, 当 4= 一 户 时 ,无 论 w(4)= 了 人 或 好 (4)= 己 均 有 下 (起 ) 
ZI Ji o, (A)= o (A). 5 A= pqa Bf, o, (A) = T Nj 
e(p)= FEE o(q)= T, BF e* (p)= F sü e* (gq) = T , Mi 
g, (A)=T.# s, (A)= F,WJ g(p)= T HB e(q)= F,Bbk 
př(p)=T Be*(g)= F,JA W v, (A) = F. k5 EB rh 89 fE 28 
A 只 会 一 个 连接 词 时 成 立 . 

假定 当 A 售 不 多 于 & 个 连接 词 时 引 理 成 立 , 今 4 含有 &+1 
个 连接 词 , 设 A 一 B,B 含 k 个 连接 词 .由 归纳 假设 , 当 w(B)= 
TF itu (了 B)= 工 或 下 . 故 当 wo(A)= 下 或 人 时 ,vp* (A)= 
F 或 T. 设 A=B->C, 则 B 与 C 均 会 不 多 于 个 连接 词 .如 果 
vel 及 )= 丁 , 则 vo(B)= 下 或 wp(C)= 械 ,由 归纳 假设 vp (B)= 
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下 或 wo" (C)= T, v (A)= 工 .如 果 o (A)= F W o (B) 
= 人 且 vp(C)= 下 .由 归纳 假设 o," (B)= T Hv (C)= P , Aí 
v (A)=F. 1 

由 以 上 归纳 证 明知 引 理 2.3.11 成 立 . 

现在 来 证 明 命题 2.3.10. 只 须 证 明 当 A E C, EAA A E 
Ks 准 重 言 式 . 设 A 由 原子 公式 p11,…, 记 , 经 连接 词 一 与 > 连接 而 
成 ,g 与 2 "的 意义 同 引 理 2.3.11, 设 A 不 是 Ks 准 重 言 式 , 则 有 e 
使 wp(A)= 开 -这 时 由 引 理 知 vp (A)= F, Am A KEC, ER 
式 .这 就 证 明了 (2.3.6). 


4.Gëdel 的 三 值 系统 G; 


DG; 的 真 值 衣 


Æ K. Göde 的 系统 G; 中 ,一 p,pVg 与 p Aq 的 真 值 表 与 L， 
和 Ks 中 的 都 一 样 (那么 F< IST RE) KE pq 的 定义 不 
同 .如 果 用 |p| 青 示 p 的 赋值 , 则 
` ¥ | l=<l qil 
lal, 2321125111. 
它 所 对 应 的 蕴涵 算 子 就 是 $2.2 的 1 中 的 Ro. 5 L, M K, 系统 
一 样 ,G3 的 真 值 表 也 是 C, KERMI Z, Et MP 并 且 是 
正则 的 . 


加 直觉 主义 命题 演算 系统 


这 里 我 们 加 一 点 语 构 方面 的 讨论 . 直觉 主义 命题 演算 (Intu- 
itionistic Propositional Calculus, 简称 IPC) 有 两 条 公理 
(MI)X(A—(B—C))=((A—B)—=(A—C)). 
(M2)A—>(B— A). 
我 们 看 到 {M1) 与 (M2) 就 是 二 值 逻辑 中 的 公理 (EL2) 与 {L1). 这 里 
没有 了 涉及 非 运算 一 的 公理 (L3). 因为 直觉 主义 者 崇尚 构造 性 证 
明 , 他 们 不 承认 一 一 A = A. 也 不 承认 排 中 律 AVY 一 A( 即 不 认为 
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lp— q 1= (2.3.7) 


AV—A 是 定理 或 重 言 式 ). 如 果 把 由 (M1) 与 (M2) 出 发 利用 MP 
规则 推 得 的 命题 叫 IPC 定理 , 则 有 下 面 的 

命题 2.3.12 IPC 定理 都 是 G, 系统 中 的 重 言 式 ， 

证 因为 MP 保持 重 言 式 , 所 以 只 须 验 证 (MI1 ) 与 (M2) 是 重 
言 式 . 设 w:F(S) 一 | 了 ,下 | 是 任 一 Gs 赋值 ,以 |A4| 记 w(A). 先 
证 (M2) 为 Gs 重 言 式 .事实 上 , 当 |B| 志 |4A| 时 |B 一 A|= 工 ,那么 
14| 志 [BA |, 从 而 |A 一 (B->A)|= 了 . 当 |B| 才 14 时, 18 一 
|= | 和 | ,从 而 由 | 和 | 委 14A1 仍 得 到 14A 一 (B-~A)| = 

现在 证 明 (MIl) 为 重 言 式 . 如 果 | 了 |>1C|, 则 1B->C1=1C1. 
这 时 (M1) 是 否 取 值 TRAF 

(A — C)— ((A — B)— (A — C)) (2.3.8) 
是 否 取 值 工 .但 由 (2.3.8) 就 是 (M2) 知 (2.3.8) 为 Gs 重 言 式 ,所 
以 当 |B| >>1C| 时 (M1) 的 wv 赋值 为 工 . MA BIS C, 则 当 
|A|>1C| m 
|(A—.B)—(A—C)I= I B—C = T 
而 当 |4| 志 |CI 时 ,由 |A->C1= 工 仍 有 
1(A—>B)—(A->C)1I=T 

从 而 总 有 

I(A— (B— C)) =((A— B)— (A— C)) != T 
所 以 (M1) 是 G3 重 言 式 

注 2.3.13 i) G 重 言 式 不 必 是 IPC 定理 ， 如 , (0 A— B) V 
(B 一 A) 是 G3 蛋 言 式 ,但 它 不 是 IPC EM. K. Gödel 证 明了 下 述 
一 般 性 结果 : 

在 任何 含有 有 限 多 条 公理 以 及 推理 规则 MP 的 系统 中 ,其 定 
理 之 集 与 G, 重 言 式 之 集 都 不 一 致 . 换 句 话说 ,Gs 重 言 式 不 可 有 
限 公理 化 . 

这 (M1) 不 是 L, EAR. EKE, HA, BAREH M C 
的 赋值 为 下 时 (这 是 可 能 的 ,如 , 令 4,B 与 C 分 别 为 原子 公式 p， 
q 与 + 就 行 )(M1) 的 赋值 等 于 了 ,所 以 (MI1) 不 是 Ls 重 言 式 .又 在 
系统 Bs 与 K, 中 没有 重 言 式 ,所 以 (ML) 自 然 也 不 是 B, 重 言 式 和 
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K, 重 言 式 了 . 


82.4 一 般 多 值 逻 辑 系统 


在 本 节 中 我 们 研究 一 般 的 什 或 无 穷 值 还 辑 系统 . 这 时 真 什 
本 与 下 也 往往 分 别 写成 1 与 0. 


1. Łukasiewicz 的 n BRA L, | 


DL, 的 结构 


设 直 值 集 (或 赋值 格 )L EHIT, I, FIT AAAA n 个 元 素 
的 线性 序 集 
L = ÍO,eír,"' G. .25s1} 
其 中 0 表示 假 ,1 表示 真 ,而 mt1si 委 ma- 2) 则 表示 中 间 值 .可 以 
这 样 理解 :a; 的 足 标 i 越 大 它 就 代表 越 真 的 值 . 换 句 话说 , 按 真 候 
程度 排序 时 有 
ao = Ü < ay < az < L aa < 1 aa. (2.4.1) 
这 里 分 别 把 0 与 1 记 作 ao 与 a, -1 有 时 会 方便 一 些 ， 
为 适应 表达 和 否 命题 的 真 假 程度 的 需要 ,在 L 上 应 当 引 人 非 运 
算 一;L 工 ,或 者 为 简便 计 把 一 改 记 为 “”, 则 对 每 个 a€ 工 ,应 当 
有 a EL,H 
(a) =a ' 
asp 当 且 仅 当 Pe. 
即 ，: 工 一 二 E L 上 的 道 序 对 合 对 应 . 一 般 均 假定 g1,…, a,_2 是 


[0, 118 x -1 等 分 点 ,如 L= 1.4), Ls = 


0i, i EE a =la. 
至 于 运算 V 与 人 ,因为 工 上 已 有 了 序 (2.4.1) ,它们 分 别 表示 
在 此 序 之 下 的 上 \ 下 确 界 运算 . 


(2.4.2) 
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现在 只 剩 下 在 L 上 定义 蕴涵 运算 一 了 :对 工 中 任 二 元 a 与 

BAE | 
ae — B = minil, a +8}, (2.4.3) 

这 里 a i-a EL EER T—-, V. A5 >22, E L 称 为 
Łukasiewicz 的 n 值 系统 工 ,. 当然 ,正如 以 前 所 讲述 的 ,关于 L. 的 
重 言 式 理论 虽 已 涉及 工 , 之 外 的 公式 集 F(S), 我 们 也 把 它 纳入 于 
系统 L, 研究 的 内 容 , 这 里 F(5S) 仍 为 由 S 生成 的 (一 ,V ,一 ) 型 
自由 代数 ,而 AA B 仍 为 -7(->A4V 一 B) 的 简写 . 

过 去 我 们 是 用 真 值 表 来 描述 L, 的 ,而 现在 是 用 表达 式 
(2.4.1) 一 (2.4.3) 来 定义 L, 的 ,这 比 用 列表 的 方法 要 节省 许多 
B. 


@L, 的 子 代数 


L, 是 { 一 ,V ,一 ) 型 代数 . 设 M 是 工 。 的 非 空 子 集 , 如 果 M 关 
于 运算 一 ,V 与 ~ 都 封闭 , 则 称 M AL, AFRA. ER a € M , Wl 
由 (2.4.3) 式 得 a—a =minll,z2  +al=1 16 M,JËZ 0=—1 
和 EM. 可见 工 ,的 子 代数 一 定 包 含 0 与 1. 又 ,C2= {0,1 BRE Ly 
的 一 个 子 代 数 , 它 是 L, 的 最 小 子 代 数 . 

例 2.4.1 iL, E Ls 的 子 代数 . 


iL, 是 Lz 的 子 代数 . 

iiL, 是 Ly 的 子 代数 . 

一 般 地 有 如 下 命题 ; 

命题 2.4.2 L, 是 工 2。-1 的 子 代数 ， 
1 一 人 


_ 1 .2n-42 
Lan- Ure P -22n 2.1]. 
由 于 L, 中 各 元 的 分 母 均 为 -1(0 与 1 也 可 看 为 = 上 1 与 二 1)， 


而 L2n-1 中 各 元 的 分 母 均 为 22 一 2, 所 以 L, 是 La 1 的 子 集 , 它 - 
由 工 ;1 中 分 子 为 偶数 的 项 组 成 .由 于 分 母 为 一 1 的 分 数 的 全 体 
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关于 (2.4.2) 与 (2.4,3) 中 定义 的 运算 “与 一 都 封闭 , 且 对 线性 序 集 
而 言 [.2, _1 的 任何 子 集 关于 运算 VYV 都 封闭 ,所 以 工 Æ Lon- 1 的 子 
代数 ， 

上 述 命题 可 以 推广 为 

定理 2.4.3 L, 是 工 。 的 子 代数 当 且 仅 当 和 = kn - k+1(k 
=1,2,…). 

证 明 留 给 读者 . 


ORA ER L, PETAH 


ÚW L, E L, 的 子 代 数 ,wv:F(S)->L, 是 同 态 , 则 把 w ##EJ ` 
FtS) 到 L,, 中 的 映射 时 它 也 是 同 态 . 设 A ERAL, FHER 
式 , 则 对 所 有 同 态 v:F{S) 一 LL 均 有 w( 有 A)=1. 特别 对 同 态 v: 
F(5)->L 也 有 w(A4A)=1. 这 表明 系统 La 中 的 重 言 式 一 定 也 是 
RAL, FHEAR, I FENER: 

定理 2.4.4 1 L, K.L, 的 子 代数 , 则 工 。 中 的 重 言 式 也 是 
L, 中 的 重 言 式 , 妈 

T(L,)C T(L,), (2.4.4) 
特别 是 恒 有 | 
T(L,) C T(C2),k = 3,4, (2.4.5) 

注 2.4.5 如 果 工 ,不 是 工 。 的 子 代数 , 则 它们 的 重 言 式 之 间 

就 不 必 有 上 述 关 系 .如 , 令 
=(p— —p) A (Sp > p) = py p, (2.4.6) 


则 AETCL4). 事 实 上 ,54= 0,12 al mg ploios 
1, 则 | 一 pVp|=1, 从 而 141=1. 如 果 |p1= 二 , 则 | 一 pV | = 
,1(p> 一 p)A( 一 pp)|=| 一 p 一 p|= 之 ,从 而 仍 有 |A1= 
1. 如 果 |p|= 季 , 则 | 一 pV p1= 季 且 |(p 一 一 p)A (sb)! 


=|p 一 一 p| =, mA =1, 所 以 AET(L4), 但 A 不 是 上 3 
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中 的 量 言 式 . 如, 令 1p| = 十 , 则 | 一 6Vp| = 二 ,1(p 一 一 p) 人 


(一 pp)|=1, 从 而 | 有 A | =Å fa A&T(L,). 


再 令 
B = >p V Kp > —>p)—> (>p > p)), (2.4.7) 
则 BET(L3) 但 BET(L4). 事 实 上 ,车 |p|=0, 则 在 上 Ls 中 |B| 


=1. 若 |p| = 志 , 则 |( 记 -一 旋 )->( 一 加 > 力 )| =l—1=1, m | B| = 
1.#|p!=1,W](p——p)>(—>p>p)! =0>1=1. A |B| =1. Pr 
B B€ T(Ls). 但 在 LPE | P| =TM (p> 一 p) 一 (一 p>p)| 


si> = 2 B|>pl=2 FAB = A BET). 


2., 标 准 序列 逻辑 系统 S, 


DS, 的 结构 


标准 序列 逻辑 系统 S, 也 叫 Gaines 一 Rescher 系统 , 它 的 真 值 

集 或 赋值 格 与 格 L, 一 臻 ,只 是 其 上 的 蕴涵 运算 不 同 了 . 设 ,8E 
S$,; 则 代替 (2.4.3), 规 定 

l, < B. 


0, “= B. (2.4.8) 


a — 8 = 


DS, 的 子 代数 


因为 S, 仍 为 线性 序 集 , 它 的 任 一 非 空 子 集 M 自然 对 Y 与信 
运算 封闭 ,如 果 M 是 对 称 的 , 则 M 对 一 运算 也 封闭 . 由 (2.4.8) 
看 出 只 要 和 ,11 CM ,M 就 对 蕴涵 运算 一 封闭 .所 以 S, 的 子 代数 
EL, 的 子 代 数 简单 RE, S, 的 任 一 包含 i0,1} 的 对 称 子 集 都 是 S, 
的 子 代数 . 由 于 上 述 条 件 也 是 子 代数 所 必须 具备 的 ,所 以 有 

定理 2.4.6 S, 的 子 集 M 是 它 的 子 代数 的 充 要 条 件 是 

0)10,11 CM. 

. 44 - 


üi)# aC M,M| a EM. 


例 2.4.7 设 S6= | 2 4al, m= lot, $1] 
则 M 是 S6 的 子 代 数 .但 M 不 是 S4= lo, 12, 1). 不 过 容易 看 


HM 与 84 是 同 构 的 ; 令 p(0) -0,9(1) = 1,9( 寺 ) = 十 
[3] 3. M p:M->S4 是 双 射 且 9 保 YA ,一 与 .所 以 M 
与 S4 同 构 . 如 果 我 们 把 同 构 的 代数 不 加 区 别 , 就 可 以 说 S4 是 S, 
的 子 代数 .在 此 意义 下 有 : 

定理 2.4.8 i)S, 是 S,+2 的 子 代数 . 

ii) Sz2s 是 Szs+1 的 子 代数 ， 


名 不 同 的 系统 S, 中 重 言 式 的 比较 


设 S, EF S, TREM, p:S, >M 是 同 构 映 射 . 设 公式 
A 是 系统 S,, 中 的 重 言 式 , 则 A VARAS, 中 的 重 言 式 ,事实 上 ， 
设 o: F(S)—>S, 是 任 一 S, 赋值 , 则 go: F(S)|>-MC Sp 是 Su WÁ 
值 ,从 而 由 上 4 JS, EE Ipo (A)= 1.48 p ERA, Pr o (A) 
=1, 从 而 由 v 的 任意 性 知 A ES, 重 言 式 . 即 , 把 定理 2.4.4 中 的 
L, ,L,, 5 L, 分 别 换 为 Sps Sa 与 Si( 或 在 同 构 意 义 下 ) 时 所 得 的 
OM RQ r ,也 即 下 述 定理 成 立 . 
定理 2.4.9 设 S, 同 构 于 5S 的 子 伐 数 ,由 S. 中 的 重 言 式 
也 是 3S, 中 的 重 言 式 , 即 
T(S,) C T(S,), (2.4.9) 
特别 是 和 忆 有 
TISDOCTICD kh = 34. AQ 
由 定理 2.4.9 与 定理 2.4.8 得 
推论 2.4.10 i T(S,..)CT(S,). 
iT (San iC T(S;,)- 
注 2.4.11 DENERA L, 的 子 代 数 时 并 未 涉及 同 构 概 
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念 ,这 是 因为 L. 的 子 代 数 自然 形成 一 个 等 距离 的 子 集 , 从 而 自然 
成 为 某 标 号 较 小 的 上 , 而 不 需要 借助 同 构 概念 . 
ii) 一 般 的 S, 5 S, 重 言 式 不 必 有 定理 2.4.9 中 的 关系 .如 ， 
. 令 
A=—((p——p) A (pr p)), (2.4.11) 
则 容易 直接 验证 AET(S4), 但 A& T(S,). + 
B = >p V [(p >p) > (p — p)], (2.4.12) 
即 电 同 于 (2.4.7) 式 的 瑟 , 则 可 验证 BC T(S;) iB B& T(S,). 


3. Gs 系统 的 推广 


设 赋值 格 仍 为 由 ”个 元 组 成 的 线性 序 集 ,0 与 1 分 别 是 其 最 
小 元 与 最 大 元 .这 n 个 元 均匀 分 布 ,a 仍 由 1- a 定义 ,只 是 一 的 
定义 为 


l, a< B 
B, aB. 
这 实际 上 就 是 (2.3.7) 式 .这 样 得 到 的 系统 , 叫 Gadel H n 值 系统 ， 
记 作 G,. 当 n=3 时 就 回 到 了 $2.3 中 的 Göde 三 值 系统 . 
设 M K.G, 的 非 空子 集 , 如 果 1E M, 则 由 (2.4.13) 知 M 对 
一 运算 封闭 ,由 此 易 证 定理 2.4.6 对 G, 也 成 立 . 进一步 可 知 从 
2.4.73) 2.4.10 对 于 G。 系 统 也 都 成 立 .所 以 下 面 的 定理 成 立 . 
定理 2.4.12 i)G, 是 Ge+:2z 的 子 代数 ,从 而 
T(G,+2) C T(G,). 
让 Ga 是 Gzw+1 的 子 代数 ,从 而 
TGs) C T Gan). 
请 读者 自己 举例 说 明 T(G) T(G OH K tu. ` 


4. K, 系统 的 推广 


(2.4.13) 


a— 8 = 


DK, 6354385 K, PHREEK 


设 赋 值 格 仍 如 前 所 述 ,但 药 活 算 子 的 定义 为 
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ap=a V RB, (2.4.14) 
则 所 得 的 系统 叫 Kleene 的 n ERE, 记 作 K,. M n=3 时 就 回 到 
了 $2.3 中 的 Klene ZRA. 

因为 对 任 一 公式 A= flp” spa) ,由 (2.4.14), 当 给 每 个 记 
均 赋 以 异 于 0 和 1 的 值 时 A 的 赋值 就 不 为 1, 所 以 在 K, 中 是 没 
有 重 言 式 的 ,当然 也 就 没有 矛盾 式 .那么 我 们 转 而 考虑 那些 对 任何 
RE o AA o(A) Z0 的 公式 A 并 称 其 为 准 重 言 式 . 

设 K, 是 天 。 的 子 代 数 . 如 果 对 每 个 K, 赋值 wv:F(S})->K, 
EA ul A)#0, WAHA K, MÉ G: F(S) K, ( 它 也 是 K, W 
值 ) 也 恒 有 o(A)=0. 即 氏 。 准 重 高 式 必 为 天 , 准 重 言 式 . 易 证 下 
面 的 

定理 2.4.13 i)K, E K, 2 的 子 代 数 , 从 而 

QT(K,.2) C QT'(K,). 

人 天 2 是 天 zs+1 的 子 代数 ,从 而 

QT(K;,,1i) C QT(K;,). 


a $ Š 
准 重 言 式 是 个 很 粗糙 的 概念 . URA 11 个 元 


为 例 . 如果 对 每 个 赋值 v 有 CA) 让 A 是 准 重 言 式 .而 如 
果 对 每 个 赋值 o HFA RIH o(A)227 5, Ml A 也 是 
准 重 言 式 .5 TEREE RENEM, i0, TERA s(A)> 
向 的 公式 A 叫 十 ~ 重 言 式 ,而 将 恒 满 中 "(> ax A w 
W Rutas. | 
定义 2.4.14 设 AEF(S),L 是 某 线性 序 的 n LRS, € 


上 .如 果 对 每 个 赋值 vw;F(S)->L 恒 有 wv(A) 污 a, 则 称 A 为 a 一 重 
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易 见 1- 重 言 式 就 是 重 言 式 .每 个 公式 都 是 0- 重 言 式 , 所 以 
0- 重 言 式 是 没有 用 处 的 ， 今后 经 常 假定 a — 重 言 式 中 的 = 是 大 于 
零 的 . 


四 在 系统 Ks 中 前 级 a HERM 
我 们 既然 引入 了 a RE tika, a RE min R(S) 中 的 公 
式 按 其 * 真 度 "进行 区 分 ,如 ,对 于 (2.4.15) 式 中 的 值 而 言 , 设 对 任 


何 赋值 v 均 有 vu(A4) 之 而, 而 oD RRUA B HAR” 
高 于 4. 我 们 希望 一重 言 式 的 概念 关于 其 前 级 a 是 灵敏 的 , 即 不 
同 的 前 级 可 以 区 分 不 同 的 重 言 式 .确切 地 说 ,a 较 小 时 a 一 重 言 式 
类 应 较 大 .但 对 系统 K, 而 言 ,a 是 不 灵敏 的 . 先 看 K UTRAN 
数 的 情形 ,考虑 Koni AEE Koni ERR 9:K2n+1>K3 如 
F: 


1 
1 z > 2° | 
_ J1 _ il 
pla) = > a= e € Kapa (2.4.16) 
0, a< L, 
由 于 o 保 序 ,当然 也 保 V .容易 验证 p 也 保 , 即 
gla) = (pla))’, (2.4.17) 


那么 由 a 一 =a VeA p EE. HA p RAE. 

2.4.15. 设 A= 了 (pi,…,p)EF(S). 以 了 表示 某 多 值 
系统 M 与 相应 的 运算 , 即 , 了 (zx1,… ,zi) 通 过 VY ， 雪 一作 用 于 M 
中 的 变量 x1,…,z, 的 方式 正如 了 通过 V ,一 与 六 作用 于 F(S) 中 
的 原子 公式 p... p, 的 方式 .如 , 当 A=pPV prp h, Ce, 
pV ey say, 因此 ,对 任 一 赋值 v, 由 o 为 同 态 得 

vA) = ul flbi s pa)) = Fo(p1) vpn)). 


(2.4.18) 
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今后 将 经 常用 到 公式 (2.4.18). | 
定理 2.4.16 系统 Kzn+1 中 只 有 一 种 a ~ RAR W-E 

言 式 . 

证 BASF b)€ F(S). HAE pOL 

UFER A 的 赋值 为 二 ,可见 当 a> 十 时 a- 重 言 式 是 不 存在 

的 . 今 设 0<a<< 方 .A Ba- RER, MNE Kas RI v EA 


(A)22. 特别 对 只 取 0,25 1 三 个 值 的 Koni MU u 而 言 ， 
zx(4)2za 便 成 立 .这 时 u 也 可 看 作 是 Ks 赋值 .由 于 由 (2.4.16) 式 
定义 的 o 是 同 态 ,对 任 一 Kane RE v, go: F ( S)— K, 也 是 同 
#,H(2.4.18)48 

go(A) = figolpi) ,pol p,)). (2.4.19) 
由 妇 为 a 一 重 言 式 及 a>0 知 当 给 (zi,…,z) 中 各 变量 赋 以 
Kzn+1 中 ,特别 是 赋 以 K, 中 任何 值 时 (zi,…, zx,) 的 值 均 不 为 
零 ,所 以 由 (2.4.19) 知 gu( 有 A) 的 值 不 为 零 ,但 由 gv(p;)€ K,(1< 


iE) 81 go (A) € Ks, 所 以 go(A) >E, ATE Hi (2.4.16) Ai 
v(A) 之 方 .这 就 证 明了 A 是 二 一 重 言 式 . 


现在 考虑 系统 KK2。 中 的 a - RERNI E Kan EX g: 

K,, >C; 3 . : 
l 1 

1, 当 a >> 


gle) = e € Ka, (2.4.20) 


0, 当 a < 2° 
易 证 p 为 同 态 ,用 与 上 面 类 似 的 方法 可 证 . 
定理 2.4.17 系统 Kz, 中 只 有 一 种 a 一 重 言 式 , 即 了 -一 


重 言 式 . 
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i. E Kz 中 第 一 个 大 于 广 的 数 .如 ,关于 系统 K = 
|0. 志 , 池 ,1| 而 言 ,只 有 地 - EER 关于 系统 Ks = 
2 


EEEE EE gas, S. 
$2.5 习 - (a 一 重 言 式 ) 理 论 


1, 多 值 系 统 wW 5 w 


DARAW, 
”我 们 在 $2.2 jS ATST Ro, 
1, a&b 
Rola,b) = Vb, afb. (2.5.1) 


以 后 将 看 到 Ro 较 其 它 算 子 具 有 更 多 的 好 的 性 质 .与 (2.4.14) 相 
比 ,我 们 在 ash 时 把 a V b 修改 成 了 1, 所 以 Ro 算 子 也 可 叫做 修 
正 的 Kleene 算 子 . 带 有 这 种 蕴涵 算 子 的 n 值 线 性 序 系统 记 作 W,. 

在 前 面 已 经 看 到 ,关于 系统 K, 而 言 ,a - 重 言 式 中 的 前 = 
是 不 灵 铂 的 ,只 要 a0, Ei a 在 一 定 范围 内 怎样 变化 ,a 一重 言 
式 都 是 同一 类 公式 .这 种 情况 在 修正 的 Kleene 系统 W, 中 有 所 政 
善 ,以 下 将 看 到 在 系统 w, 中 可 以 有 多 种 不 同 的 a - 重 言 式 (参看 
文献 [8]). 


ORAW 5 W PH LETA 


由 于 我 们 的 讨论 当 把 W, 扩大 为 连续 值 集 [0,11 或 可 数值 集 
Q 门 [0,1](Q 表示 全 体 有 理 数 之 集 ) 时 反而 更 简单 一 些 , 所 以 我 们 
的 讨论 将 在 无 穷 值 系统 中 进行 . 
定义 2.5.1 在 [0,1] 中 规定 
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a V B= max Í aß}, 
1, e < B 
“P= | ayp, aB. 


则 [0,E] 成 为 一 (一 ,VY ,一 ) 型 代数 , 记 为 W. f 

当 把 [0,1] 换 为 8 门 [0,1] 时 , 称 相应 的 系统 为 W. 

今后 在 W 38 W 中 ,常用 a 表示 -za. 用 届 记 全 体 赋值 wv: 
F(S) 一 你 之 集 , 以 Q 记 全 体 赋值 v:F(S) 一 WW 之 集 ,这 时 公式 
(2.4.18) 仍 然 有 效 .如 与 如 都 叫做 关于 F(S) 的 语义 . 

定义 2.5.2 设 AEPF(S),0<a 志 1, 若 对 每 个 wvEf EA 
vt 有) 之 a(w(A)>a), 则 称 A Ha- EFR- BER) HA 
体 记 作 a- T(W)(aI 一 荆 (下 )). 以 上 各 种 重 盲 式 通称 为 广 沁 重 
言 式 . 


对 系统 W 而 言 a 一 了 (W) 与 a* 一 了 T(W) 有 相应 的 意义 . 
@ 广 头 重 言 式 的 分 类 


定理 2.5.3 设 AEF(S),0<a< 士 , 则 A 是 页 中 的 a 一 重 
言 式 当 且 仅 当 A EW 中 的 十 一重 言 式 , 即 


-T(W) = $- T(W), 0<a<5. (2.5.2) 
证 #A€1 - T(W), 则 显然 AEa 一 人 (页). 反 之 , 设 W, 


= lo 7 ah EB: r p: W— Wi (2.4.10 FF 28 E a € W. DE 
p 保 V 与 一 ,以 下 证 p 保 蕴涵 运算 -. 
Hap, Mh p AFA plae) A 
pla — 8) = p(1) = pla) — @(8). 

# a> B, Wl 

pla — B) = pía V f) = pla) V p(B). (2.5.3) 
这 时 若 g(a)> g(t8), 则 由 (2.,5.3) 得 
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pla — f) = pla)— p(B). 

# e(a)= e0(0),MI pla) >p(f)=1.H a >B 知 这 时 不 可 能 
pla)=p(P) => 

DE g(a)=gp(B)=1, 则 由 (2.5.3) 得 g(a—8)=—e(e) V 
p(B)=0V1=1. 

ñ)# qla)= pg(p)= 0， 则 由 (2.5.3) 仍 有 plap) =la) 
Ve(8)=1V0=1. 
Ë Z pla—p)= gla) 一 gp(8) 成 立 ， 所 以 e 为 (一 ,VY ,一 ) 型 同 态 . 

A= flipp) Ea- T(W), WABA o € (j, G (A)2 
0, 从 而 对 每 个 W, 赋值 v EE ul A)A0. EE gulp) E Wali = 
1, t). p AAAA 

e(o(A))= @(f(o(bi) et o(p,))) 
= fi golpi) polh) >Z 0. 


放 p(w(A))= 十 或 4. 那 么 由 (2.4.16) 知 o(A)27 AET 
一 了 ( 殉 ), 这 就 证 明了 (2.5.2). 
定理 2.5.4 设 AEF(S), 才 <a<1, 则 A 是 下 中 的 ae 一 重 
育 式 当 且 仅 当 A E W 中 的 重 言 式 ， 
a- T(W) = TW), > l< a<. (2.5.4) 


证 显然 (页 )Ca- 了 (页). 反 之 ,不 妨 设 1,82 <a 
<1. 令 V,=[1-a,a]. Æ V, 中 运算 一 与 V 同 W, BIE 
8— y = z, BY 
EN y, 8 = y. ' 
H| V 是 (一 ,V ,一 ) 型 代数 . 令 E=i01U(i-a,a)Ut1l. 在 EE 
中 规定 运算 一 ,V 与 > 同 W , W| 也 是 (一 ,VY ,一 ) 型 代数 . 易 证 
E, R W 的 子 代 数 .定义 有 映射 z: W— V, fü h: V, =E, 如 下 : 
g(B)=(Qa-1)8+(1-a) (OSS), 
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y, y€ (1—a,a) 
0 Y=a 


0, y=1-ua. 
显然 g 与 h 都 是 保 序 的 双 射 .可 以 证 明 g 与 天 都 是 同 构 . 事 实 上 ， 
以 g 为 例 ,g 显然 保 V .又 
g(—B) =(2a -1)(1 - 8) + (1— a) = a — (2a-1)8 

=1 - [(2e - 1)8 + (1 - a)] = >g), 

即 g 保 一 .最 后 , 设 pS M g Sel). khi 
g(8— y) = g(1) = a = g(8) — g(7). 
W 8>7, 则 由 8 为 保 序 双 射 知 g(B)>g(7), 故 由 z 保 一 与 V 得 
g(8— y)= g(—B V Y) 
= —g(B) V g(y) = g(8)— g(y). 

这 就 证 明了 g 为 同 构 . 类 似 可 证 也 是 同 构 ; 

BCA= (b, p) Ea- TW), vE, M G (A)2ae fg 
对 任 一 五 Mu, ul A) Za. H E, AW 的 子 代数 知 这 时 x(4) 
CE AMRI u(A)=1. H g 5h AEA h. °g: W—E, 为 同 
构 , 这 时 由 heg(v(p EE (i=1,…,z) 知 

h ° g(ə(A)) = f(h gv(p1)) ,he g(o(p,))) = 1. 
那么 由 hog 为 同 构 得 v(A)= (heg)- "= 1. 这 就 证 明了 (2.5. 
4). 

定理 2.5.5 关于 W 而 言 ,F(S) 中 只 有 三 种 不 同 的 广义 重 


== 1 = 1 == -= 
ARE, ERR (7) -ERRSEER. 
证 设 0<a<< 广 , 则 由 定理 2.5.3 知 a - 重 言 式 就 是 二 一重 
言 式 . 设 廊 <a<1, 则 由 定理 2.5.4 知 a — 重 言 式 就 是 重 言 式 ,可 
a 一重 言 式 只 有 以 上 两 种 . | | 
其 次 , 设 0<e< 立 , 取 月 使 <<B< 志 , 则 由 定理 2.5.3 得 
7 - T(W)C 8- T(W) C at - T(W)C a - T(W) 
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1 — 
= T(W). 
故 e+ - ERRI- E EK. 
设 广 <a<1. 取 有 使 e<8<1, 则 由 定理 2.5.4 得 


T(W)C 8- T(W)C at— T(W)C a - T(W) = T(W). 
kat- RPN PIE Pr Ç, 


至 此 已 证 广义 重 言 式 只 能 是 到 -wut AERM|T) - 
重 言 式 .这 是 三 个 不 同 的 广义 重 言 式 类 .事实 上 , 令 A= 一 pV b, 
MI AC - T(W). FĂ (p) = T Bto(A)= T, AG 


p)8f,o(B)=1>--. o(q) >u(—pV pit, oB) >t, 
故 BE (十 ) -T@P).h+5o()=l, (a =20 (B) = 
号, 故 BET(W) RA, C=p>p, M C€ T(W). TAL-E 


ARA (H) 一 重 言 式 类 与 重 言 式 类 是 三 个 不 同 的 广义 重 言 式 


与 以 上 推理 完全 类 似 , 可 以 证 明 

定理 2.5.6 关于 W 而 言 ,F(S) 中 只 有 三 种 不 同 的 广义 重 
言 式 , 即 , 施 - Rum.) 一 重 言 式 与 重 言 式 . 

由 定理 2.5.5 与 定理 2.5.6 可 见 ,如 时 用 一 切 可 能 的 由 映射 
v: S= W B oot S— W 生成 的 赋值 来 描述 广义 重 言 式 的 话 , 那 么 
表面 上 可 到 无 限 多 不 同 值 的 前 级 实际 上 只 给 出 三 类 不 同 的 广 
义 重 言 式 .这 对 于 备 要 区 分 具有 各 种 不 同 层次 的 真 度 的 公式 而 言 


是 不 合用 的 .因此 我 们 转 而 考虑 语义 咏 RNO 的 某 子 集 民 ,用 之 表 
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示 某 些 特定 的 赋值 之 集 , 研 究 由 语义 忆 中 的 赋值 所 界定 的 所 谓 
~ (a 一 重 言 式 ) 与 一- (at — 重 言 式 ) 理 论 (参看 文献 [8]). 


2. 系 统 W 中 的 也- 广义 千言 式 理论 与 类 类 互 异 定理 


DRE W, 与 部 分 骸 值 


在 应 用 上 经 常用 离散 情形 作为 连续 情形 的 近似 .如 ,出 于 某 种 
需要 可 以 用 [0,1] 中 一 切 分 母 为 1000 的 分 数 之 集 去 代替 [0,1]， 
即 , 只 须 考 虚 [0,1] 中 小 数 点 后 最 多 有 3 位 的 小 数 . 如 果 精 度 不 够 ， 
还 可 考虑 4 位 小 数 或 5 位 小 数 的 全 体 等 等 .这 样 作 实 际 上 是 用 W 
的 某 种 有 限 子 集 W, 去 取代 页 .这 时 命题 变 元 集 S 上 的 一 切 映 射 
va: SW 确定 的 赋值 之 集 江 是 全 部 可 能 的 W WU EO 的 一 
个 真子 集 , 当 限 制 赋 值 v 取 自 忆 时 ,可 引 人 相 对 于 王 的 2 一 广义 
重 言 式 如 下 : 

定义 2.5.7 设 了 Cn,a€E[0,11,AEF(S). 如 果 对 一 切 v 
EDEA o(A)2>a WAAAY- (a 一 重 青 式 ) .如 果 对 一 切 v 
€ EA v(A)>a WRAAE- lat- BNA). KIDEEN 
一 切 映射 v0: S— W, 生成 的 赋值 组 成 之 集 时 , 2 — (a — EEA) 
(也 一 (a1 -ERREKARA W, 中 的 w - 重 言 式 (a ”一重 盲 
式 ) ,这 里 W, 是 种 有 个 元 的 现 的 子 代数 


OW, 的 对 称 表示 法 


赋值 集 之 间 的 同 构 变 换 是 不 改变 广义 重 言 式 的 .选取 方便 的 
赋值 集 往往 可 使 叙述 与 证 明 得 到 简化 .如 ,[0,1] 与 [一 1,1]1 作 为 
(~, V ,一 ) 型 代数 是 同 构 的 ,这 时 在 前 者 中 -7a =1 一 a, 而 在 后 者 
中 一 ex 定义 为 ~a. 后 者 的 这 种 形式 上 的 对 称 性 在 使 用 上 更 加 方 
便 , 所 以 以 下 对 有 限 赋 值 集 也 采用 对 称 形 式 . 

定义 2.5.8 Š n 为 自然 数 , 令 

W, = {FF =- n,n l,l, n 1,n = TI, 
Wami = [F =—n,1— ape, — 10.1. ln = TI. ` 
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规定 当 a ,BE 多 ?或 Wan+l 时 -ae= -ceVB=maxia,pj， 
T, a < B 
>a V B, a = B. 
M| W, j W, +i #Ë Jë (—, V ,->) 型 代数 ,并 称 为 修正 的 有 限 
Kieene 系统 ,或 直接 称 为 系统 Won Wanti 
易 证 W, AHF C2, Ws 同 构 于 La- 
定义 2.5.9 定义 映射 pi: W,,— Wa 与 gx: W, +> W3 如 


a — B = 


T: 
pila) = |z: “>. (2.5.5) 
T, => 0 
pla) -bo a = 0 (2.5.6) 
F, a<09. 
称 e, 与 gz 为 标准 映射 .在 无 项 区 分 2z 与 2n+1 时, gp t e> th, 
统一 记 为 e. 


与 (2.4.16) 及 (2.4.20) 为 同 态 一 样 ,我 们 有 
命题 2.5.10 映射 p 是 (一 ,V ,一 ) 型 同 态 , 叫 标准 同 态 ， 


@W;,,-5 W,,,i P 65 a — $ Z Ç, 


定理 2.5.11 设 AEF(S), 则 A 2: T W,, Ë 1 —- ËP Ñ 
当 且 仅 当 A 是 关于 C2 的 重 言 式 , 即 
1- T(W,,) = T(C2), n=1,2,". (2.5.7) 
注意 当 n711 AET. C 
证 ü A€C1- T(W,,), MHE — W, WË o EA o ( A)2Z 
1 .特别 对 任 一 C, 赋值 u EB u (A)21. 因为 C, 是 W, tT 
数 (这 里 取 C, 为 其 同 态 象 1 ~- n,nl), ul A)EC i u (A)= T, 
M AET(C). EZ, R A= flp b), (p )C€ ÍF,TI(1< 
i<). AUE ACETIC), W 
e(o(A))= gf lolp erol) 
= flgolpi) polpa) = T. 


从 而 由 (2.5.5) 知 o (A)€ o T): BA o(A)2>0,8BI o(A)21, 
所 以 AC1- T(W,,). 
与 以 上 证 明 类 仆 并 注意 W, 与 Ls | 局 构 可 得 
定理 2.5.12 W AC F(S),WJ A EX: W, Ë 1- EF 
式 当 且 仅 当 A 是 关于 上 3 的 重 言 式 , 即 
1- T(Wy,, i) = TOL3), n =1,2,%. (2.5.8) 
“与 证 明定 理 2.5.3 的 方法 类 似 可 以 证 明 下 面 的 两 个 定理 . 
定理 2.5.13 Ü ACF(S),- n<as1,B| A PAFW H 
ca 一 重 言 式 当 且 仅 当 A 是 关于 W, ËJ 1 一重 言 式 , 从 而 由 定理 
2.5.11,A 也 是 经 典 重 言 式 , 即 
a~ T(W,;,)= 1— T(W;,) 
= = TC2), -n Zal, n = 1,2, 
(2. 5.9) 
定理 2.5.14 Ë AC F(S), - n< aS0, 则 A ESC T Wani 
的 a 一 重 言 式 当 且 仅 当 A 23 W, (ËJ 0 —- RS =k, B] 
a 一 人 Yao = = 0— TOW) — n < a < 0,z = 1,2,* 
(2.5.10) 
以 上 两 个 定理 表明 当 ç Æ- x 与 1( 或 0) 之 间 变 化 时 , 带 前 级 
a 的 广义 重 言 式 类 不 变 , 是 同一 经 典 重 言 式 类 或 同一 0 一重 言 式 
类 .但 当 a 取 0 以 上 的 各 值 时 情况 完全 不 同 ， 这 时 的 广义 重 言 式 
是 类 类 互 异 的 .我 们 需要 先 引 入 一 个 概念 . 


@ Tik a 一 重 言 式 


定义 2.5.15 W AC F(S), -n<a n. HIRE AGC a — 
T( Win) (AEa-T( Win) HA Won Want RIE > 使 "(4) 
=a, 则 称 A 为 可 达 w - 重 言 式 ,其 全 体 记 作 
[a] - T(W;,)X[a=] — T(W,;,.i)). 
下 面 的 命题 是 显然 的 ， 
命题 2.5.16 公式 A 是 可 达 w 一 重音 式 当 且 仅 当 A Æa- 
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EARB A 不 是 (ac+1)- 重 言 式 , 即 

[a] ~ T(W,,) = (a — T(W;,)) — (Ca + 1) ~ T(W;,)), 

[e] - T(Wy, i) = Ca — T(Wy,,4)) — ((a + 1) — T(Wy,.)), 

—na <a <n, n=1,2,. ` (2.5.11) 

由 此 命题 以 及 上 面 的 两 个 定理 得 
推论 2.5.17 iD34-xn<a<1m[a]]- T(W,,)= Z. 
üú)3M—x<a<0B[a]- TW) =Ø. 
证 ) 当 e+p 时 可 达 a 一 重 言 式 类 与 可 达 8 一 重 言 式 类 不 相交 . 


全 类 业 互 异 定理 与 升级 算法 


定理 2.5.18 (类 类 互 异 定理 】 ÚW 0 委 v 委 ?0 委 有 和 aa 天 

8B, 则 . 
a — T(W;,) Z B — T(W;,), 
a — T(W;,. i) Æ 8 — T(Wp>,a). , 

证 以 殉 2, 为 例 进行 证 明 , 这 时 由 0 拉克 ?2 知 1 委 c 和 2. 只 须 
证 明 当 Saen 时 可 达 = 一 重 言 式 是 类 类 不 空 的 . . 

) 令 A= 一 pV p; 这 里 pE€5, 则 易 证 AE1l 一 TT(W2,). 令 
vp) =1 便 得 v(—p)= 一 ,从 而 p(4)=1. 故 A 是 可 达 1- 重 
言 式 , 即 ,11j - T(W,,)> Q. 

#JERELTE[£ ] - T (W ED, ISk n. ERT £ — -重音 
mA. A= flp1,* , b) WFE pe `> PË; 的 一 组 赋值 31,- `. 
8., 对 F(S) 的 任 一 W, WU o AE p) = eiL et), Wi 
S (A)= k. HA S 是 无 限 集 , 可 取 原 子 公式 q € S qp (i= = 

=t). S 
B = (q A) V q, (2.5.12) 
则 对 任 一 War Ro,” vlo) Eola), M o(B)= T=n2k+1. 
# o(q)>(A).Ml|o(q)2k +1, 从 而 v(B)=k +1. %2 B€ (E 
+1) - T(W,,).fEBR N uo S— W, uol p) = GGS, t), 
u(q)=Ë+1.Ú u 记 由 wo 生成 的 赋值 , 则 uA) E,u(q)= Ë 
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+1, 从 而 
u(B)= u(q — A) V u(q) = Cula) — ulA)) V ula) 
=— ufq) V u(A) V ulq)=k+l, 

H BELR+1IL-T(Wan) A @. AREHTIE a- HRA a 
之 1 时 类 类 不 空 . 从 而 = 一 重 言 式 当 a 之 1 时 是 类 类 互 异 的 . 

注 2.5.19 由 (2.5.12) 给 出 的 从 4 #| B 的 算法 是 很 有 用 
的 ,我 们 称 其 为 升级 算法 ,因为 这 种 算法 作用 于 可 达 & 一 重 言 式 A 
就 得 到 可 达 {w +1) - 重 言 式 召 .如果 要 升 两 级 ,可 再 选 原 子 命题 + 
使 > RAF pop 以 及 9 , 令 

C = (r > ((g > A) V q)) V r, 

M C 是 可 达 (a +2) 一 重 言 式 .重复 使 用 升级 算法 可 得 出 真 值 越 来 
越 高 的 可 达 重 言 式 ,甚至 得 出 重 育 式 . 


3. 有 限 值 系统 中 广义 重 言 式 的 重 言 式 表示 定理 


在 前 面 曾 论述 了 在 多 值 刘 辑 系统 中 引入 广义 重 言 式 的 必要 
E Bi a- 重 言 式 毕竟 不 同 于 真正 的 重 言 式 ,特别 当 a 取 比 较 低 
的 真 值 时 ,比如 当 a 取 刚 刚 过 半 的 真 值 时 ,由 类 类 互 异 定理 可 见 = 
=- 重 言 式 与 重 言 式 相去 甚 远 , 中 间 还 照 了 许多 不 同 的 类 .然而 在 本 
节 中 我 们 将 证 明 关 于 一 种 有 限 值 运 辑 系统 而 言 的 广义 重 言 式 必 有 可 
升级 为 关于 另 一 有 限 值 逮 辑 系统 而 言 的 重 言 式 . 我 们 需要 一 个 引 
理 . 

引 理 2.5.20 设 1 委 上 魏 * Fp: Wan > W>, @2: W; ™ 
Wye+1 如 下 : 


a, |= |< Ë, 
gila) f azk, (i = 1,2) (2.5.13) 
k, a-k, 

则 p 为 同 态 映 射 (i = 1,2). 

| 证 D o= e 30 HT 9 保 序 ， mu p ERV. 由 gq 的 
定义 以 及 运算 一 的 定义 的 对 称 性 知 e 保 运算 一 . 以 下 只 须 证 ç 
` 蕴涵 运算 一 , 即 
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pla — B) = pla) — (8). (2.5.14) 
B aL, Nl pla) olh) RHE Wisi PE a 一 B=n, 从 而 由 
(2.5.13) pla>—f)=p(n)=k. Æ Wuni” pla)*olf)=k, 
故 (2.5.14) 成 立 . 设 a >B, WE W, tE cc 一 8= 一 wxVRB. 由 于 已 
证 ç 保 一 与 V , 故 
' @(a — B) = pla V B) = —oe(a) V p(B). 
这 时 由 p 保 序 知 p(a) 之 p(B). 若 g(a)>g(8), 则 g(a)— e (8) 
=—e(a)V p(B), 从 而 (2.5.14) 成 立 . 设 pla)= gpl) M pla) 
—g(8)=k.DL F HAUEBI—p(a)V p(B)= 上 .事实 上 ,由 a>8 
及 (2.5.13) 知 不 可 能 | g(ae)|= 1g(8)1 <k. AT lelke > 
k. WF a > 82=k W| pla)= p(B)=, 所 以 一 g(a)V o(8)= k. 
WR PLak, W pla)= e(8)= 一 一 , 仍 有 一 pfa )V p(B)= 
k. S| BEBE fE. 
定理 2. 5. 21 (广义 重 言 式 的 重 言 式 表示 定理 ) RAE 
F(S),1=<k<nx,ÚW A ÆW (Won) PH k — ER 式 当 且 仅 当 
A E W; War PREA, Bl! 
k — T(W;,) = T(W;,), 
k 一 T Wans) = T Was)» 


n K: 1,25, 1=< < n. 


(2.5. 15) 

证 以 下 设 pi: W;, — W;, 55 Ó: Warri > Wy, + i XA Bb 
射 , 则 显然 有 

pi = ldw,， pof = idw a 
现在 以 Wo, AAEH E B. 

BAS flp p Ek- T Waonsi) u 是 F(S) 的 Wap+1 
RE. S volpi) = pulp) ASS), WA F(S) 的 Wan BE 
volp) = wp ALi). H AEk- T(W,,, 8 vA) 
& .那么 由 (2.5.13) 就 有 pol A)=k. ARIER p: 为 同 态 ,所 
以 
k=p20(A) = oxf(o(pi), ,vp,)) 


= ge. f( ou (bi), ou ( p,)) 
= Fiprpul pi) gaan (p,)) 
= f(u(pbi),'" , u(b,)), 
从 而 
(人 (A) = f(u(pi)," .u(p)) = k. 

因为 u 是 任 一 W, WIB. k A 为 W211 重 言 式 , 即 A € 
T(W,,+12. 

Z, HAET Waru 是 FS) 的 任 一 Wint iE , M 
引 理 知 pu 是 K(S) 的 Wa RIE. 故 由 A € TW) A 
pulA)=k, HBA H (2.5.13) o(A) >k, MAER- 
T(Win+1). 


* 61 ` 


三 章 命题 演算 的 形式 系统 9 


83.1 Fuzzy 推理 与 Fuzzy 逻辑 
1. 概 况 | 


在 第 二 章 中 我 们 讨论 了 多 值 逻 辑 的 语义 理论 , 它 与 经 典 逻 辑 
的 明显 不 同 表现 在 它 的 赋值 集 已 不 再 是 由 0 与 工 两 个 真 值 组 成 的 
集 , 它 可 以 有 由 三 个 元 ,n 个 元 甚至 无 穷 多 个 元 组 成 的 赋值 集 . 与 
语义 理论 相配 套 ,多 值 逻 辑 的 语 构 理 论 也 不 同 于 径 上 典 罗 辑 . 如 ,在 
$2.3 中 介绍 Göde 的 三 值 系统 G, 时 我 们 曾 介 绍 过 直觉 主义 命 
题 演算 系统 ,其 公理 体系 中 仅 售 两 条 公理 (M1) 与 (M2). 90 年 代 
以 来 , 随 着 Fuzzy 控制 技术 在 家 电 产 品 等 方面 的 成 功 应 用 ,作为 其 
理论 基础 的 Fuzzy 推理 以 及 相关 的 Fuzzy 逻辑 理论 也 得 到 发 展 . 
所 谓 Fuzzy 逻辑 , 按 其 历史 演变 来 看 ,可 分 为 两 个 不 同 的 层次 ,第 
一 个 层次 相对 简单 一 些 , 无 非 是 把 对 一 个 命题 的 真 度 的 判断 从 二 
值 判断 扩充 为 连续 值 肪 至 格 值 判 断 而 已 . 换 名 话说 ,Fuzzy 逻辑 就 
是 赋值 格 为 [0,1]( 或 更 广泛 一 些 的 格 L) 的 收 辑 .这 时 代表 各 种 命 
题 的 仍然 是 抽象 的 字母 或 者 是 这 些 字母 通过 一 些 必要 的 连接 词 ， 
如 ->,V ,一 等 等 连接 而 成 的 式 子 .所 以 单 从 公式 的 外 表 去 看 ,是 无 
法 知道 它 是 Fuzzy 逻辑 的 公式 还 是 经 典 馆 辑 的 公式 的 .第 二 个 雇 
次 则 相对 复杂 一 些 ,这 时 公理 系统 自身 中 的 公式 也 被 赋予 了 某 种 
真 度 , 同 时 推理 规则 也 被 程度 化 了 .这 是 我 们 在 第 七 章 中 将 要 详细 
研究 的 Pavelka 的 Fuzzy 逻辑 系统 。 在 本 章 中 我 们 介绍 第 一 层次 
意义 下 的 Fuzzy 逻辑 . 当然 ,这 也 就 是 赋值 集 为 [0,1] 的 多 值 逐 辑 ， 
我 们 之 所 以 冠 以 Fuzzy 的 定语 ,是 因为 它 与 下 一 章 将 研究 的 Fuzzy 
推理 是 紧密 联系 的 ， 
我 们 先 简短 地 回顾 一 下 Fuzzy 逻辑 与 Fuzzy 推理 的 发 展 状 _ 
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M. Ë 1965 年 L. A. Zadeh 提出 Fuzzy 集 概 念 中 以 来 ,关于 Fuzzy ` 
系统 的 研究 得 到 了 迅猛 的 发 展 , 这 种 研究 在 理论 与 应 用 两 方面 都 
取得 了 丰硕 的 成 果 . 相 对 而 言 ,Fuzzy 系统 研究 在 应 用 方面 取得 的 
成 功 似乎 更 为 引 人 注 目 ,特别 是 Fuzzy 控制 技术 被 广泛 应 用 于 包 
括 各 类 家 电 产 品 在 内 的 各 工业 领域 所 取得 的 成 功 更 为 令 人 瞩目 ， 
可 以 说 其 应 用 较 之 于 理论 有 了 超前 的 发 展 ,或 者 换 句 话说 ,Fuzzy 
控制 技术 的 理论 基础 并 没有 取得 像 其 应 用 那样 的 成 功 . 事实 上 ， 
Fuzzy 控制 技术 的 理论 基础 的 核心 是 Fuzzy 推理 理论 . 一 方面 , 关 
于 Fuzzy 推理 已 有 大 量 的 研究 成 果 ( 参 看 文献 [10]) ,而 另 一 方 看 
这 些 理论 研究 似乎 尚 没有 一 个 可 靠 的 逻辑 基础 .或 许 90 年 代 初 发 
生 的 一 场 风 波 能 够 证 实 这 种 情况 .美国 加 州 大 学 圣地 亚 哥 分 校 的 
C. Elkan 于 1993 年 7 月 在 美国 第 11 届 人 工 智能 年 会 上 所 作 的 题 
为 “Fuzzy 逻辑 的 似是而非 的 成 功 ” 的 报告 [1 引起 了 一 场 轩 然 大 
波 .1994 年 ,由 宾夕法尼亚 大 学 的 L. Shastri 主持 ,在 IEEE Expert 
杂志 上 发 表 了 Elkan 的 修改 论文 ,同时 发 表 了 和 包括 Zadeh 在 内 的 
15 位 从 事 人 工 智 能 与 Fazy 系统 研究 的 专家 们 的 反 驶 文章 ,最 后 
Elkan 又 以 “关于 Fuzzy 还 得 的 似是而非 的 争论 "作答 [2 , 一 年 后 ， 
F.A. Watkins 又 在 同一 刊物 上 攒 文 指出 上 述 辩论 的 双方 都 错 
了 131. 足见 该 领域 的 理论 基础 是 相当 荐 弱 的 ,文献 [1f] 中 曾 给 出 
下 面 的 f 

定理 #—(AA—B)5 BV(—A A—B)235 51, WHE 
二 公式 A 与 B, 要 么 1(B)=:(A), 朗 么 1:(B)=1-t(A). 

这 里 z 是 任 一 赋值 . 因为 恒 真 公式 是 存在 的 , 设 为 A, M 
i( 及 )=1. 那 么 由 定理 知 对 任 一 公式 B 而 言 ,i(B8)=1 或 1:(B)=0. 
由 此 Elkan 得 出 结论 说 Fuzzy EH A REAR. 文献 [11] 中 
还 说 Fuzzy 推理 都 是 简单 的 ,没有 复合 推理 链 等 . 吴 望 名 教授 [4 
对 此 进行 了 较 深 入 的 分 析 , 浴 清 了 文献 [11] 中 的 错误 观点 . 

事实 上 ,关于 Fuzzy 推理 与 Fuzzy 逻辑 这 两 个 方面 都 已 有 大 
量 的 研究 ,只 是 似乎 至 今 也 没有 很 好 地 结合 起 来 . 以 Fuzzy 命题 演 
算 为 例 ,一 方面 我 们 希望 有 一 个 从 少 教 几 条 公理 出 发 可 以 应 用 
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MP 规则 与 HS 规则 进行 演绎 的 形式 系统 , 另 一 方面 我 们 当然 应 当 
介 许 一 个 模糊 公式 的 赋值 不 再 限于 取 0 与 1 两 个 极端 值 而 是 可 以 
取 [0,1] 中 的 任意 值 ,同时 随 之 而 来 的 是 我 们 应 当 把 重 言 式 的 条 件 
放宽 ,考虑 a 一 重 言 式 .这 时 我 们 关心 的 是 形 如 AB EJ a EF 
式 以 及 相关 的 运算 . 如 何 将 以 上 两 个 方面 和 谐 地 结合 起 来 ? 这 类 
研究 似乎 很 不 够 .在 早期 的 工作 中 ,1978 #E J. F. Baldwin 等 曾 给 出 

了 近 伏 推理 的 公理 化 形式 15] ,但 似乎 着 重 于 用 他 们 的 真 值 限 定 法 
处 理 与 Zadeh 语义 变量 相关 的 推理 而 远 远 称 不 上 是 形式 演绎 系 
统 .1980 年 刘 叙 华 讨论 了 取 值 于 他 所 引进 的 带 分 界 元 的 有 余 格 的 
一 种 Fuzzy 逻辑 96 ,而 他 的 侧重 点 则 在 于 在 更 广 的 框架 下 研究 归 
结 原 理 , 并 未 与 Fuzzy MP 等 联系 起 来 . 1987 年 D. G. Schwartz 建 
立 了 比较 完整 的 形式 演绎 系统 [171, 但 他 借助 了 上 下文 无 关 语 法 
且 最 终 对 一 个 公式 的 峰值 非 0 即 1, 并 未 为 Fuzzy MP 和 MT 等 提 
供 轨 辑 依据 ,90 年 代 以 来 以 “Fuzzy Logic" 命 名 的 书籍 已 经 不 少 ， 
如 S. Gottward 的 《Fuzzy Sets and Fuzzy Logicł"™®] , R. Lowen 等 人 
的 《Fuzzy Logicy[19] 等 ,但 Gottward 只 限于 语义 推理 上 而 不 涉及 
语 构 推理 上 .更 有 其 者 ,他 的 书 中 有 结论 上 —(H A—H), ift 
TAHA SH 的 赋值 桓 为 零 ,从 而 将 Fuzzy 公式 H 可 能 与 其 否定 
一 昌 的 赋值 相等 的 情形 排除 在 外 了 ,也 就 难以 用 来 解决 Fuzzy HË 
理 问题 . 至 于 Lowen 等 人 的 书 ,虽然 名 为 “Fuzzy Logic”, 而 其 中 收 
人 的 4 篇 文章 中 无 一 是 讨论 Fuzzy 命题 演算 系统 的 .在 Dubois 等 
人 的 长 篇 评述 文章 及 其 所 列 出 的 教 百 篇 参考 文献 中 似乎 也 未 见 到 
将 Fuzzy 推理 与 Fuzzy 还 辑 成 功 地 结合 的 例子 .C,.Elkan 之 所 以 在 
文献 [11] 中 提出 问题 ;原因 之 一 是 如 今 被 广泛 使 用 的 各 种 Fuzzy 
推理 饼 少 严格 的 思 辑 基础 ,而 Elkan 本 人 也 处 于 不 大 清楚 的 状态 . 

如 ,他 说 的 “如 果 一 (A 八 一 B) 与 BV (一 A A 一 B) 有 逻辑 等 价 ”就 合 
混 不 清 ,因为 什么 是 “逻辑 等 价 ”本 身 就 不 清楚 ,同时 为 什么 要 以 上 
述 二 公式 “逻辑 等 价 ” 为 前 提 也 讲 不 清楚 .不 过 他 说 没有 较 长 的 复 
合 推理 链 则 是 事实 .总 之 ,Fuzzy 推理 确实 是 缺乏 退 辑 依据 的 . 丁 
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基 性 工作 (我 们 将 在 第 七 章 中 系统 介绍 ) ,但 他 仍 未 以 他 的 理论 去 
分 析 研 究 Fuzzy 推理 问题 , 我 们 在 本 书 的 第 三 ,四 两 章 中 将 把 
“Fuzzy 推理 理论 纳 人 于 Fuzzy 逻辑 的 框架 之 中 . 在 本 章 中 我 们 先 从 
语 构 方面 出 发 ,建立 适用 于 Fuzzy 命题 演算 的 形式 系统 ,然后 在 下 
一 章 从 配套 的 语义 理论 出 发 为 Fuzzy Modus Ponens 与 Fuzzy 
Modus Tollens 建立 严格 的 逻辑 基础 . 


2. 经 典 公理 系统 的 不 适应 性 


在 $1.2 中 我 们 介绍 了 经 典 命题 演算 的 公理 系统 (L1)、(12) 
与 (L3) 以 及 推理 规则 MP. 如 果 不 与 语义 理论 挂 匆 .不 与 Fuzzy 扒 
理 的 实际 相 结 合 , 是 无 法 对 上 述 公理 体系 作 评 价 的 ,因为 这 个 体系 
是 无 矛盾 的 且 在 经 典 迎 辑 当 中 被 很 好 地 使 用 着 .但 是 ,如 果 要 为 
Fuzzy 推理 建立 形式 演绎 基础 的 话 , 则 (12) 必 须 放 弃 , 这 得 结合 语 
义 方面 的 分 析 方 能 看 得 清楚 . l 

定义 3.1.1 设 S 为 无 限 集 ,F(S) 是 S 生成 的 (一 ,VY ,一 ) 
型 自由 代数 ,[0,1] 上 的 运算 -> 由 某 蕴涵 算 子 RME, DEAT 
值 w;F(S) 一 [0,1] 之 集 ,A,BEF(S),a€E(0,1]. 

站 ) 称 从 对 每 个 vE D, ul Aa, vl A~ Bza 推 得 v(B) 守 a 
的 规则 为 纪 一 (a 一 MP) 规 则 . 

这 称 从 对 每 个 vE Eol A) >a, v A—>B) >a 推 得 v(B)>a 
的 规则 为 光一 (a' -MP) 规 则 ,ae<1， ` 

DRAH GA vE 如,v(A- 一 B) 之 a,v(B 一 C) 之 a 推 得 
v(A->C) 之 a 的 规则 为 必 一 (a 一 HS) 规 则 . | 

i) 称 从 对 每 个 o € Z, vl A—>B)>a, vl B>C)>a 推 得 
v(A 一 忆 ) >a HAMA O- (a 一 HS) 规 则 ,a 之 1. 

当当 是 一 切 赋 值 之 集 GO 时 ,以 上 各 前 级“2; - "可 以 略 去 . 当 
a =1 时 1 一 MP 规则 与 1- HS 规则 都 是 语义 上 的 概念 ,与 语 构 上 
的 MP 规则 和 HS 规则 不 同 ， 

为 适应 Fuzzy 推理 之 需要 ,我们 希望 定义 3.1.1 中 的 各 条 规 
则 对 某 a 成 立 , 而 这 是 与 经 典 公理 体系 (L1),(L2) 和 (13) 无 法 共 
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” 容 的 ,即使 对 很 一 AKARAT R 也 是 如 此 ， 下 面 的 三 个 定理 反 
映 了 这 种 情况 . 
定理 3.1.2 设 R(z,y) 关 于 y KM, v(A—B) 由 R(v(A), 


v(B)) 定 义 .如 果 有 及 ,BEF(S) 以 及 vE >š s (A)=+,ə(B) 
=0, 则 以 下 两 条 件 不 能 兼顾 : 


)) 允 ~( (于 ) - MP) 规则 与 马 - ( (去 】 一 HS) 规 则 成 立 
iD. 25 (388 x>-([[2) - 重 言 式 ) 

证 “用 反 证 法 .为 简便 起 见 ,把 前 级 习 - MARE. Ë i) i) 
都 成 立 .由 (L2) 为 { 二 ) - 重 言 式 知 对 每 个 vE >, 


o(A— (A-B) > (A—A)— (A—B)) >$. 


(3.1.1) 
类 似 地 ,由 (LD) 与 (3) 为 (十) -ERRANEN vE 248 
vA > (=B =A) > (3.1.2) 
v((~B—> >A) —> (A — B)) > (3.1.3) 


ORA, BEF(S) 以 及 vE DE u(A) = 二 ,ao(B)= 0. 由 v 为 同 态 


Ro (A)=(o(A)) = 二 .所 以 | 
KBA) ROC B),o( A) 
= R(o(—B),>(A)) 
= o(—B — A). (3.1.4) 
由 (3.1.3) 与 (3.1.4) 得 ”| 
v((—B—>A)— (A >B) . 
=R((—B— A),o(A = B)) 
=R(v(—B——A),v(A — B)) 
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=a(( 一 8 一 一 4) — (A = B)) > 2. (3.1.5) 


把 | 2 ) -HSBMMHBT(.1.2)8(3.1.5)& 


v(A — (A — B)) > 2. 


机 由于】 - MP 规则 以 及 (3.1.1) 就 得 到 
(AA) (AB) > 1. (3.1.6) 
如果 o(A 一 A) 所 方 ,注意 R(z,y) 关 于 y TRAR (LX 
(F) -maza 
T< (A—(A—A) 

=R(o(A),o(A — A)) 

<R[x(A),2] 

=R(v(A),v(A)) 

=v(A—A) <+, 


此 为 矛盾 故 o (A-A)>2, Ain 1) - MP 规则 以 及 
(3.1.6) 得 


v(A 一 B) > 2. (3.1.7) 
但 o( 一 一 A)=w(A),v( 一 一 B)=w(B), 所 以 由 (3. 1.7) 得 
v(— A 一 一 一 B) >. (3.1.8) 


再 由 (13) 为 { 立 ) 一重 言 式 并 运用 (于 】 -MP 规则 于 (3.1.8) 
以 及 
"(( 一 4 一 一 "8) 一 (一 B 一 一 A)) > +Ñ, 
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即 得 
o( 一 B 一 一 A) > 4}. 
由 (3.1.4) ,这 也 就 是 
(B A)> $. (3.1.9) 


2 
(3.1.9)8(A)> Roa) = EEEE. SEE 3. 1.2 


证 毕 . 
在 以 下 两 个 定理 中 设 o(A—B)H R(v(A),v(B)) 定 义 ,这 
里 R 为 任 一 北湖 算 子 . 


定理 3.1.3 设 有 A,BEF(S) 和 wE 台 使 o (A)= 2, 
u(B)=0, 则 以 下 两 条 不 能 兼顾 ; 

DX- [z -MP ) 规 则 成 立 . 

i)(L1) 与 (13) 都 是 史 - [2 - 重 言 式 ) 

证 ”用 反 证 法 . ER i) 与 这 都 成 立 . 仍 将 前 缀 习 - 省 去 不 写 .由 
(11) 为 方 一 重 言 式 知 对 每 个 v€ X, | 


最 后 ,由 o(—B)= (o(B)) =1>2, (4) - MP 规则 以 及 


S——A— (BA) >t, (3.1.10) 
R A,BEF(S)IR o€ Y v(A)=+,o(B)=0, Mh v XM 
态 知 v( 一 >A)=u(A)= 二 .所 以 由 (3.1.10) 与 亢 - MP 规则 得 
(B A)> +. (3.1.11) 
LEUDAL- ERR 
1 


gf (一旦 一 一 一 A) — (>A — B)) Z= >> (3.1.12) 


所 以 由 (3.1.11) (3.1.12) 52 - MP 规则 得 
A) >. (3.1.13) 
再 由 (OA) = o (A) = T 5(3.1.13) BR + - MP 规则 即 得 
(B)2+.8 (B) =0 的 假设 相 矛 盾 . 
”定理 3.1.4 设 有 AEF(S) 和 GE 了 使 (A= 1 nën 


二 值 命题 演算 中 的 定理 不 可 能 都 是 避 ~《 (十 】 一 重 言 式 ), 从 而 
更 不 能 都 是 重 言 式 . 
证 设 w(A)= 广 ， 则 v( 一 A)= 方 ， 这 时 wv( 一 AV A)= 


vl 


E7AVA ene msnm ETES- (7) - axa), 
从 而 也 不 是 重 言 式 . 

注 3.1.5 让 以 上 三 个 定理 中 最 后 一 个 定理 的 要 求 最 少 ,只 要 
KAN A Ñ uo ## o (A) = 去 成 立 ,而 这 在 Fuzzy 贼 值 中 是 经 常会 发 
生 的 ,可 见 经 典 命题 演算 的 公理 体系 必须 改变 才 有 可 能 使 它 的 定 
理 都 是 重 言 式 . 

i) 当 vw(4)= 二 时 A V A 不 是 重 言 式 ,针对 经 典 命题 演算 


而 言 ,这 等 价 于 说 4A->A 不 是 重 言 式 或 4-A 不 是 定理 .但 在 
83.2 将 看 到 在 新 系统 中 A 一 A 是 定理 ,这 是 因为 一 AVB 已 
不 下 是 A 一 B 的 简写 了 . 


过 以 上 的 前 两 个 定理 都 有 到 -MP 或 (于 ) 一 MP 与 (去 ) 
-HS 的 要 求 .今后 我 们 希望 保持 (去 ) 一 MP 与 (十) HS. 那 
么 由 第 一 个 定理 可 见 对 (LI)`(L2)、(L3) 这 个 公理 体系 必须 加 以 


改造 才 行 . 
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93.2 命题 演算 的 形式 演绎 系统 如 


1. Z" 中 的 公理 与 推理 规则 


DA 中 的 公理 


定义 3.2.1 Ü S 是 无 穷 集 ,F(S) 是 由 S 生成 的 (一 V —) 
型 自由 代数 , 称 F(S) 中 具有 以 下 各 种 形式 的 公式 为 公理 . 

(L'1) A—(B—A) 

(L*2) (—A-——B)—(B—A) 

(L*3) (A—(B-=C))-(B—(A—C)) 

(L*4) (B—C)—=((A—B)—-(A-=C)) 

(L*5) A——A 

(L*6) A—AVB 

(L'7) AVB—BVA 

(L*8) (A—C)A(B—C)=(A V B =G) 

(L*9) (AAB—C)—(A—C)V (B—C) 

(L*10) (A—B)V((A—B)—>—AV B) 

MEEN PAQ 的 公式 是 一 (一 PV 一 Q) 的 简写 ， 


@ 中 的 推理 规则 


定义 3.2.2 Z pEARLI. 

(IJMP 规则 

(了 2) 交 推理 规则 

H A 一 B 与 4~>C 推 得 A 一 BAC. 

定义 3.2.3 HARE F(S) AHL’ 1)—(L* 10) 以 及 推 
理 规 则 (I1) 与 ( 卫 ) 组 成 的 系统 叫 化 系统 F. 


DRR 多 中 的 证 明和 定理 


定义 3.2.4 系统 Z" 中 的 证 明 是 一 个 F(S) 中 公式 的 有 限 序 
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列 A1,… An HETS, A EL PHRA, RAAE jci 和 
k<i t A; 是 通过 4; 和 A 运用 推理 规则 (TI1) 或 (也 ) 而 得 的 公 
式 . 上 述 证 明 叫 A, ER, EHE FA, An 叫 宅 中 的 定理 ， 

定义 3.2.5 W PCF(S),AC F(S). MATIA 的 推演 是 一 
个 F(S) 中 公式 的 有 限 序列 A, An A = A. HRT in , A; 
EP PHRA, RE A;E 卫 ,或 者 存在 7<i 和 &<i, 使 A; 是 通 
过 A; AA 运用 推理 规则 (I1) 或 (了 2) 而 得 的 公式 ,这 时 也 说 公式 
A 可 从 万 推出 , 记 作 卫 上 FA. 

显然 A 是 定理 当 且 仅 当 入 可 从 空 集 推 出 . 

从 以 上 两 个 定义 可 直接 看 出 下 击 的 定理 3.2.6 成 立 ; 

定理 3.2.6 站 证 明 的 截 片 是 证 明 , 即 , 若 A1,…,A, EA, 的 
证 明 , 则 对 每 个 zs ,Al,…,Ai 是 A 的 证 明 . 

NERES EER, M, A 

Ay... Ay, 


f 站 
是 Au BEA, p =1,---, m , Bl 
Ans Ari s sAm Am 


是 Ann 的 证 明 . 

iii PCF(S), AC F(5). A, A, 是 F(S) 中 的 序列 ， 
A =A. WEHEN Sn, A; 是 多 中 的 定理 ,或 者 A.C 卫 , 或 者 
存在 J<i 和 &<i 使 A; 是 通过 A; MA 运用 推理 规则 (IT1) 或 (I2) 
而 得 的 公式 , 则 A 可 从 了 推出 .特别 当 研 是 空 集 时 ,A 是 多 中 的 
EH. 

tj 3.2.7 ú l —A—A 

i) r= |A—>(B—C),A—B,A|) BJ P' - C. 

EK E, i)691FEBHin F: | 


1° 一 太一 一 一 一 内 (L* 5) 
2 【一 4 一 一 一 一 和) 一 (一 一 上 4 一 4) (L*2) 
3° 一 一 点 一 由 1 ,2 ,MP 


这 的 证 明 如 下 : 
"9 了， 


2. 三 段 抢 推理 规则 与 可 证 等 价 


@ HS 


由 第 一 章 注 1.2.9 知 三 段 论 规则 


IA—B,B— C| F A— C 


F A 厂 中 元 
2” A—(B—C) 厂 中 元 
3” B—C 1°,2°, MP 
4 A—B r P 
5S B 1°,4°,MP 
6 C 3° ,5° MP 


是 由 那里 的 演绎 定理 推 得 的 .在 下 一 章 中 将 看 到 ,在 系统 Z" 中 演 
绎 定理 不 成 立 .但 在 ?中 三 段 论 规则 仍 成 立 , 即 下 面 的 定理 成 立 : 


定理 3.2.8 (HS 规则) 设 T=|A>B,B->Cl, 则 工 上 F(A 


—C). 
证 1° BC T' 中 元 
2? (B—C)—((A—B)—(A—C)) (L* 4) 
3 (A—B)—(A—C) 1°,2°,MP 
4" A—B 下 中 元 
5 A—C 3 ,4" ,MP 


综合 使 用 HS 与 定理 3.2.6 可 以 方便 地 证 明 一 些 多 中 的 定 


例 3.2.9 


i) FA 一 也) 一 (一 了 -> 一 各) 


H FAAB—BAA 
事实 上 ,i) 的 证 明 如 下 : 


1 (A—B)—=((——A—>A)=(——A=—B)) 


(L*4) 


2 [(A>B)=>((——A—A)—>(——A=—B))] 
>*|(— A+A) >=((A—-B)>(— A-B))] 
(L*3)- 
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(——A—B)) : I 1° ,2° ,MP 
4 —A—A 定理 
5 (A—B)—->(——A-—B) 3° ,4° ,MP 
6° B———H (L* 5) 
T (B———HB)—((——A—B ) 一 

(——A———B)) (L"4) 
8° (——A—B)—>(——A——) 6,7, MP 
9 (A—B)—>(——AÀ—-*——B) 5° ,8° HS 
10° (—A—— )=>(—B——A) (L*2) 
11° (A—B)—(—B——A) 9°,10°,HS 
#)BJDEBH IR F: 
1 —BV—A—>-—AV—B ` : (L*7) 
2”【(〔( 一 BV 一 A) 一 (一 AV 一 日 )) 一 

(一 (一 4V 一 日 ) 一 一 (一 BV 一 和 A) EH i) 
3” —(—AV—B)—>—(—BV—A) 1°,2°,MP 
4 AAB—BAA 3" 的 简写 
四 可 证 等 价 


定义 3.2.10 设 A,BEF(S), 如 果 F (A—B)H (B>A), 
则 称 A 与 B 可 证 等 价 , 记 作 A=B. | 

命题 3.2.11 可 证 等 价 是 F(S) 上 的 等 价 关 系 . 

证 由 定义 知 六 是 对 称 的 .由 HS 知 守 是 传递 的 .所 以 只 须 证 


明 s 的 反 身 性 如 下 : 
1 A—((B———B)—A) (L*1) 
2 (A—((B———B)—A))— 
((B=>——B)—>(A—A)) (L*3) 
3 (B———B)—>(A—A) . 1° ,2" ,MP 
4' B———B (L*5) 


5 A—A 3°,4° ,MP 
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注 3.2.12 由 例 3.2.7i) 与 公理 (L*5) 知 As 一 一 上 .由 倒 
3.2.9i) 与 公理 (L*2) 知 A 一 BS 一 B 一 一 A. 由 公理 (L*7) 知 
AVB~BYVA, 因 为 (L* 7) 本 身 也 说 BVA->AVB 是 公理 ， 
CV D—D V C 是 公理 等 等 . 基于 同样 的 原因 ,由 例 3.2. 9i) 知 
AAB~BAA. 

命题 3,2.11 的 结论 还 可 以 进一步 加 强 .我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 3.2.13 让 如 果 上 FB, 则 FAAAB. 

ia FA B FB,WJ F A AB.: 

HHI -A—C E HBC, W - AV B—C. 

i)i k A—B R. CD, Mi F AV C—BVD. 


证 站 的 证 明 如 下 : 

1 A—A 定理 

2? B-—(A—B) (L*1) 
3 B 定理 

4 A—B 2° ,3° ,MP 
5 A—AAB 交 推 理 规 则 
ii) 的 证 明 如 下 ; . 
1 B | 定理 

2? A—>AAB 定理 让 
3 A 定理 

4 AAB ` 2°,3° ,MP 
进 ) 的 证 明 如 下 | 

1 A—C 定理 

2” B—C 定理 

3 (A—C)A(B—C) 定理 这 
4° (A—C)A(B—C)—(A V BC) (L*8) 
5 AV B—C 3° ,4° ,MP 
AAEE UDE B 55 E. 


命题 3.2.14 TENERSE F(S) 上 的 (一 , V ,一 ) 型 同 
余 关系 , 即 
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i)# A 有 eB, 则 一 A 寺 一 B. 

DE A=sB ACD, M A V C=sB V D. 

过) 车 A%B HCD, M A—C==B—D. 

证 ii A=B, W - 4 一 五 ,那么 由 例 3.2.9 的 让 和 MP 即 
得 -一 8B 一 一 A. 同 理 + 一 A 一 一 B, 所 以 一 A 一 7B. 

DE A=B B C==D,H# FA—A 与 1C 一 万 以 及 引 理 3.2. 
13i% F AV C—A V D. BA®%BÆWTŅE F AV D— BV D. H 
HS 即 得 FAV C>BV D. FIE F BV D—A V C. U A V Cas 
BVD. 

Hii A=B ACD. H F C—D 与 (L*4) 利 用 MP 即 得 上 
(A—C)—(A—D).]BE, H—Az=s—B JA AB 可 得 
F(—D——A)—(—D——B). 再 由 上 (4 一 也) 一 (一 D 一 一 4) 
以 及 上 (—D——B)->=(B—D)41 FH HS 即 得 上 (4 一 万 ) 一 ( 卫 一 
了 ). 前 面 已 证 F(4 一 C) 一 (4 一 万 ). 再 次 使 用 HS 就 得 到 上 (A 一 
C) 一 (了 B->). 同 理 可 证 相反 的 歼 涵 式 , 即 F (B—D)—>=(A—C). 
所 以 A>C=B—>D. 


3. 信 中 党 用 的 定理 


例 3.2.15 i) AAB—A 
ï) F (A—C)—(A A B—C) 
ii) F(A—C)V (B—>C)—(A AB—C) 


证 站 可 证 明 如 下 : 

1' 一 点 一 一 上 AV 一 卫 (L*6) 

2 —(—A V—B)——A 1°,(3.2.9), MP 
3 ——A—>A 定理 

4 一 (一 AV 一 日) 一 A 2 ,3 ,HS 

5 AAB—A . 4" 的 简写 
DEAF: 

1° AAB—A 定理 i) 


2” —A——(A A B) 1°,(3.2.9), MP 
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3 《一 C 一 一 4) 一 (一 C 一 (4 人 也)) 2 ,(L “4),MP 


4° (A—C)-=(A À B—C) 3°,(3.2.9),(L*2),HS 
说 ) 可 证 明 如 下 : | 
1° (A—C)—(A À B—C) 定理 ü) 


2° (B>C)>(BAA—>C) 定理 这 
3 (BAA>C)>=(AAB>C) 

BAA=A AB, C=C, ME 3.2.14,HS 
4 (B-=C)—(A AB>C) 2 ,3" ,HS 
5 (A—C)V (B=>C)—(A A B=C) 

全 ,4 , 引 理 3.2.134) 

例 3.2.16 i) F (A V B=>C)—(A—C) 
i) F(A V B=>C)—>(A—C)A (B—C) 
ii) F(B—C)—(A V B—A V C) 
iv) .(B—C)—=(A AB—A A C) 
v) F (AB) V (B>A) 


证 i)ñUuFB]in F: 

1 A—AVB (L* 6) 

2? —(A V B)=>—À 1°,(3.2.9),MP 
3° (—C——(AVB))>2(-2C—A) 2°,(L*4),MP 
4' (AV B>C)—=(A—C) 3°,(3.2.9),(L*2),HS 
动 的 证 明 如 下 : . 

1° (AV B>C)—(A—C) EHM i) 

2? (BV A—C)—(B—C) EH i) 


3 (AV B—C)—(B—C) 
AV B=BVA,C=zC Ar 3.2.14), HS 

4 (AVHB—C)=>=(A—C)A(B—C) 1° ,3° , 交 推 理 规则 
说 ) 一 vy) 的 证 明 作 为 练习 留 给 读者 . 

例 3.2.17 AV(BVC)=s (A VB)VC,AA(BAC)== 

(AAB)AC. : 

证 以 第 一 式 为 例 ,上 且 只 证 ANV(BYC)->(AVYB)VC, 相 
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反 的 药酒 式 可 类 似 证 明 .事实 上 ,由 FA 一 AVB 与 [FAVB 
(AVB)VC 及 HS 得 tH A->(AVB)YC. 类 似 可 证 
FB—(A V B)V C, FC—(A v BVYC.. 
由 以 上 两 式 及 引 理 3.2.13ii) 得 FH BV C— (A V B)V C. A H 
FA—(AVB)V CK IB ER 3.2. 13i) 804 A A V (BV C) 
—(AV B)V C. 
例 3.2.18 —(A V B)==—A A—B,—(A A B)==—A V 
—B. 
证 ”因为 A==—A,B==—B,B#8E 3.2.1444 AV B== 
7 一 站 内 一 一 旦 .而 一 上 人 一 日 是 一 (一 一 由 V 一 一 日 ) 的 简写 ,所 
以 由 命题 3.2. 14 妈 得 一 (AV B) 寺 一 A A 一 B., 类似 可 证 第 二 个 
KRA. 本 例 可 简单 地 表述 为 : 可 证 等 价 关系 满足 De Morgan 对 
me. 
例 3.2.19 i)A—BVC==(A-B)V (A—C) 
ñ)A—BAC=s(A—B)A(A—.C) 
证 i)IE F (A-B V C)>(A—B)V (A—C) 
1° (A—BV C)—(—(B V C)=>—A) 例 3.2.9i) 
2 (一 (BYVC) 一 一 4A) 一 (一 BA 一 C 一 一 4) 
—(BV C)=—B AC, mR 3.2.14 
3 (—S&BA—C—>—A)—>(—B—-—>—A)V (—C——A) 
(L*9) 


4 (A—BV C)—(A—B)V (A—C) 
| 1°,2°,3° HS, A 3.2. 14 
其 次 证 明 F (A—-B)V (A—-C)—=(A—BV C). 


1” B>BVC (L*6) 

(A—B)—>(A—BV C) 1°,(L*4),MP 
3” C>BVC (L*6), 命 题 3.2.14 
4 (A—C)—(A—BV C) 3°,(L*4),MP 
5 


(A—>B)V(A—>C)—(A—>BV C) 
l 2" ,4 , 引 理 3.2.13) 
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至 此 让 已 得 证 .请 读者 自行 证 明 ii). 
例 3.2.20 AA(BVC)=s(A AB)V(AAC) 


AV(BAC)=(AVB)A(AVC) 
证 ”以 第 一 式 为 例 进行 证 明 , 先 证 明 FAA(BVC) 一 (和 A 
B)V(AAC). 
1° BVC—>BVYC 定理 
2° (BVC—B)V (BV C—C) 1°, 例 3.2. 19i) 
3 (BVC—B)=>=(AA(BVC)—>A AB) 例 3.2.16iv) 
4 (BVC—C)>(AA(BVO>AAC) f 3.2.16iv) 
和 (BV C—B)V (BV C=C)— l 
(AA(BVC)AAB). 
V(AA(BVC>>A AC) 3°,4*,8|38 3.2.13iv) 
6 (AA(BVC)=AAB)V 
(AA(BVC)—AAC) 2°,5°,MP. 


AA(BVC)>=(AAB)V(AAC) 6°,B)3.2.19i)MP 


其 次 证 明 FAAB)V (AAC)>AACBYC). 


1° 


— 人 In A uw ho 
è “a © o o o 


B—BV C (L*6) 
AAB—AA(BVC) 1', 例 3.2.16iv),MP 
C—CV B (L*6) 
CVB—BVC 定理 
C—BV C 3° ,4° ,HS 
AAC—AA(BVC) 5 , 例 3.2.16iv) ,MP 
(AAB)V(AAC)>AA(BVC)Z 6,31% 3.2. 13ii) 


至 此 第 一 式 已 证 毕 , 请 读者 自行 证 明 第 二 式 . 并 证 明 下 面 的 例 


3.2.21. 


例 3.2.21 AVA=A,.AAA=A. 

总结 以 上 各 例 并 作 适 当 补充 可 得 以 下 定理 ， 

定理 3.2.22 (可 证 等 价 定理 ) 以 下 各 可 证 等 价 关 系 成 立 : 
DAVASA, ANASA. l 
H)——A==A. 
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说 ) 交 换 律 成 立 , 即 AVB=BVA,AAB®BAA. 

iv) 结 合 律 成 立 , 即 AV (BY C)~(AVB)VC,AA(BAC) 
(A AB)A C. | 

v)De Morgan HAAR, MCA VB )=>A ASB, =A 
A B)==—AV—B. 

vi) 分 配 律 成 立 , 即 A A(BV C)==(A AB) V(AAC).A V 
. (BAC)==(A V B)A (A V G). 

vi)A—BV C=(A—B)V(A—C),A—BACas(A—B) A 
(A>C). 

viii) A V B>Cz=s(A—C)A(B—C)>,A AB>Cœ=(A—>C} 
V (B—C). 

ix)A->(B—C)==B—(A—=C). 

x)A->Bae—B——A,A——B=B——A,—A—Bas—B: 
>A. 


4. 代 换 定理 


代 换 定理 在 证 明 Z 中 的 定理 时 是 很 有 用 的 . 它 说 如 果 把 组 成 
一 个 公式 A 的 某 个 子 公式 用 可 证 等 价 的 公式 去 代 换 ,所 得 公式 与 
A 是 可 证 等 价 的 , 即 

定理 3.2.23 ( 代 换 定理 ) HARA 由 子 公 式 Bl,…,B, 通 
过 连接 词 一 , V 与 一 连接 而 成 ,A = f(B1,…,B,). 如果 BC, 
则 

A œ f(Ci, B23, B,). (3.2.1) 

E ” 按 子 公式 间 连 接 词 的 个 数 归 纳 证 明 . 

DEA 中 不 含 连 接 词 0 HD ,=1 B A= f(B,)= Bi. 这 时 由 
Bi=C 4 ASC 六 CD), 即 (3.2.1) 成 立 . 

DRA 中 含有 不 多 于 六 个 连接 词 时 定理 成 立 . 今 A PEF 


1) 这 时 子 公式 自身 可 以 舍 有 连接 词 ,如 B= p V py 一 ps 等 ， 
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公式 间 共 有 有 & +1 3648481. f 
1” 设 A=f(B1,…,B,)= 一 g(B1,…,B,). 由 归纳 假设 知 
g(B1i,,B,) == g(Ci, B230, B), 
所 以 由 命题 3.2.14 即 得 (3.2.1). 
2” 设 A=f(Bi,"…,B,)=g(Bi,…,B)Vh(B,",B,). 
Wi z 与 h 中 各 子 公式 间 的 连接 词 均 不 多 于 & 个 .由 归纳 假设 知 
g(B1,,B,) = g(C1,B2,*…,B,), f 
h(B.,: B) = b(Ci i, Bo,*",B,), 
所 以 由 命题 3.2.14 仍 可 证 得 (3.2.1). 
3: B A= fB te, B,)=g(Bi,:: B) >h (Bi, ,B,). 
这 时 可 像 2°—_ E1F48(3.2.1). 
由 以 上 站 与 说 知 代 换 定理 成 立 . 
HARARE se KIT | 
推论 3.2.24 BAR A 由 子 公式 Bi1,…,B, 通过 连接 词 一 ， 
_V 与 连接 而 成 ,A = f(B1,…,B,). 如 果 B,== C; SiS, 
A == F(C C). (3.2.2) 
注 3.2.25 因为 可 证 等 价 关 系 是 保持 定理 的 ,所 以 当 A 是 定 
理 时 (3.2.1) 的 右边 公式 也 就 是 定理 .如 ,由 A 一 (B 一 A) 是 公理 
从 而 也 是 定理 以 及 B 一 A 一 A 一 一 B 立即 得 出 FA 一 (一 A 一 
>B). $U C 记 一 B, 就 得 到 
FA 一 (一 4 一 G)). (3.2.3) 
这 样 推出 (3.2.3) 式 比 直接 证 明 (3.2.3) 式 要 容易 许多 . 再 如 ,由 
(L*3) 知 (4 一 (一 B 一 C)) 一 (一 一 (4 一 CC 让 是 定理 ,那么 由 
—B—C=s—C—B 5 A—Cz=—C—=—A 立即 得 出 
H(A > (>C => B)) = (>B + (sC => —A)), 
(3.2.4) 
而 (3.2.4) 式 是 不 容易 直接 证 明 的 .下 面 再 看 两 个 例子 . 
例 3.2.26 试 证 F- 一 AAA 一 一 BVB. 
证 1° (A—B)V (B>A) 定理 ( 例 3.2.16v) 
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2° (A-B) >(—A—B)V(A—B) 
(L*6),(L*7),HS 
3 (A—B)—(—A A A—B) 
2" ,等 价 定理 viii) , 代 换 
4 (B—A)—=(—A—,B)V (A-=—B) 
等 价 定理 x), (L*6),HS 
5 (B——A)—=(—A A A——EB) . 
4 ,等 价 定理 vii) , 代 换 
6° (A—B)V (B>A)=>(—SA AA——BV B) | 
引 理 3.2.13iv) ,等 价 定理 viii) , 代 换 


T —AAA——BVB 1,6”, MP 
$4 3.2.27 WIE 
F(A—(B—C))V (B>(—A—C))V ((B— C)——A V 
A). . . 
证 1° —AAA—.—(B—C)V (B—C) 土 例 定 理 
2 (~A MA—>—(B—>C))V 
(—AAA—(B—C)) 1.843 vii) 
3 ((B—C)—==—AVA)V 
(—A AA—(B—C)) 


2 ,等 价 定理 订 ,v),x), 代 换 
4 (A—(B—C)) V (—A—(B—C)) V 
((B=C)——A VA) 
3" ,等 价 定理 ii) ,viii) ,x), 代 换 
5 (A—(B—C))V (B>(—A—=C)) V 
((H—C)——A V A) 
4" ,等 价 定 理 ix), 代 换 
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83.3 Z -Lindenbaum 代数 与 Re- 代数 
1. # -Lindenbaum 代数 


在 第 一 章 $1.2 的 6 中 我 们 曾经 介绍 过 关于 经 典 命题 演算 的 
Lindenbaum itt F, F 是 (一 ,下 ) 型 的 全 体 公 式 代数 FC(S) 关 于 
逻辑 等 价 关系 一 作 商 而 得 的 (一 ,一 ) 型 代数 ,那里 已 证 明了 下 是 
Bol 代数 . 又 ,对 经 典 命 肿 逻 辑 而 言 ,由 于 完备 性 定理 成 立 ,逻辑 
等 价 关 系 一 与 可 证 等 价 关系 =“ 是 一 致 的 ,所 以 F(S)/— = F(S)/==. 
关于 我 们 的 系统 2" ,也 可 对 (一 ,V ,一 ) 型 的 公式 代数 F(S) 按 可 
证 等 价 或 逻辑 等 价 作 商 而 得 出 相应 的 商 代数 来 .只 是 迄今 为 止 我 
们 还 没有 讨论 如 的 语义 理论 ,所 以 在 本 章 中 我 们 先 考虑 F{S) 关 
于 可 证 等 价 关系 心 所 作 的 商人 代数. 

定理 3.3.1 设 F(S) 是 (一 ,VY ,一 ) 型 公式 代数 . 兰 是 委 中 
的 可 证 等 价 关系 , 则 可 在 { 一 , V ,一 ) 型 商 代数 [F]= FSA 
AMES 

i([F1], DAR- TARG MR, HHL PEZI a= 
[A]5 b=[B], a Vb= [AVB] ÉA a 与 5 在 这 个 格 中 的 上 确 
界 ,a Ab=[A AB116238 a 与 5 在 这 个 格 中 的 下 确 界 . 

úW F] a=[A]5 b=[B],——a =a, Rab, 
Mba. El—:[F]—[F]E(LF],<)E863W FA WHY. 

GDA f(a,5) 记 [Fj 上 的 更 涵 运 算 ab, 则 

1° fY(—a,—b)= f(b ,a). 
fG(l,a)=a,f(a,a)=1. 
fS Slab), f(a,c)). 
f(a,f(b,c))= f(b, Fla,c)). 
f(a,bV c)= f(a,b)V f(a,c), 
fla,bAc)=f(a,b)Af(a,c). 

6 f(a,b)V f(f(a,b)>>—a V b)=1. 

这 里 1 是 ([F], 扎 ) 中 的 最 大 元 .以 下 称 ([ 下 ], 志 ) 为 f" -Linden- 
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C + GQ N 
° òo `° a 


”bamm 代数 , 简 记 为 [F]. 

证 ihm 3.2. 14 知 可 证 等 价 关 系 < 是 下 (S) 上 的 同 余 关 
系 ,这 一 点 保证 了 等 价 类 之 间 的 (一 , V ,一 } 型 运算 与 各 类 中 代表 
元 的 选取 无 关 . 对 F(S) 中 的 每 个 公式 和 A, 以 [A] 表 示 A 所 在 的 等 
价 类 , 则 

一 [4] = [>A], 
[A] V [B] = [A V B], (3.3.1) 
[A] >[B] = [A — B]. 
应 该 注意 的 是 以 上 第 二 式 中 的 [A] VY[B] 还 没有 [及 ] 与 [8] 的 上 
确 界 的 意思 ,因为 在 [下 ] 中 还 没有 引进 偏 序 . 

现 定义 魏 如 下 : 

[A] < [B] 当 且 仅 当 FA~>B. (3.3.2) 
易 证 (3.3.2) 与 [A1,[B] 中 代表 元 4 ,日 的 选取 无 闫 .又 ， 

1 由 上 4 一 4 知 [4] 委 [4] 成 立 . 

2” H[A]<[B]B[B]=[A]#8 F A—B A BA, JA ñi 
和 A 与 B 在 同一 可 证 等 价 关 系 的 类 中 , 即 [A]=[B]. 

3” 由 [4] 委 [8Bj 且 [8] 委 [LC] 知 FA 一 日 日 BC, 从 而 
h HS#I F A—C,BH A< C]. 

Br [ F] EBE. 

W A E Z FHER, WRENN B€ F(S), B>A. Br 
以 由 (3.3.2) 知 A 所 在 的 等 价 类 [A 1] 是 [下 ] 中 的 最 大 元 .又 ,这 时 
HF 一 A 一 8B 对 每 个 B 都 成 立 , 所 以 由 (3.3.2) 知 一 A 所 在 的 等 价 
类 [一 入 ] 是 [F] 中 的 最 小 元 ,以 下 分 别 用 1 和 0 记 [F] 中 的 最 大 元 
与 最 小 元 . 

H A,BEF(S), M F A—AV B, F B—A VB. kul Sl A 
VB] 是 [4A] 与 [B] 在 [已 ] 中 的 上 界 . 设 [C] 是 [4] 与 [也 ] 的 任 一 上 
界 , 则 FA 一 C 且 上 8B 一 C. 由 引 理 3.2.13iii) 得 FAV BB 一 C, 故 
[AYB] 专 [C]. 这 就 证 明了 [A VB] 是 [A] 与 [B] 在 [F] 中 的 上 
确 界 .那么 由 (3.3.1) 式 ,[A]V1B] 就 具有 了 [A] 与 [B] 的 上 确 界 
的 涵义 . 同 理 可 证 [A AB] 是 [A] 与 [Bj] 在 [Fj 中 的 下 确 界 , 即 
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[4]A[B]=[AAB]=infl[4],5B] (3.3.3) 
注意 ,因为 AAB 是 F(S) 中 一 (一 AV 一 B) 的 简写 , 故 由 (3.3.1) 
式 得 | 

[A A B] = [一 (一 4V —B)] = —(—[A] V —[B]). 
从 而 由 (3.3.3) 式 得 
CA] A [B] = 一 (一 LA] V —[B]). (3.3.4) 

(3.3.4) 式 说 明 [A1] 与 [B] 的 下 确 界 也 可 理解 为 (3.3.4) 式 右边 的 
简写 . 

至 此 已 证 明了 [F] 是 有 最 大 元 1 与 最 小 元 0 的 格 . 由 
(3.3.1),(3.3.3) 以 及 等 价 定理 的 vi) 便 知 [下 ] 是 分 配 格 . 

这 出 等 价 定理 的 认 知 一 :[F]>[Fl 是 对 合 对 应 .再 由 该 定理 
的 x) 可 证 一 还 是 逆序 对 应 . 故 一 是 [F1 上 的 逆序 对 合 对 应 . | 

iii) 的 证 明 如 下 ; 设 a=[A1l,5=[B],c=[Cj. 

1” 由 (3.3.1) 式 及 等 价 定理 的 x) 有 

fia, =b) = 一 [4] 一 一 [B] = [一 4 一 一 B] 
=[B— A] = [B] =[A] = f(5,a). 

2' 任 取 r p pHEA B.B 1= [如 ]. 易 证 这 时 B 一 A~~A， 
所 以 f(,a)=1>a =[B]}[A]=[B>A]=[A]=8. X, fla, 
a)=1 是 显然 的 . 

3” 由 (3.3.2) 与 (L* 4) 知 [BCJ<[(A->B)-(AC)] 
AEUR. 3. DORE, OSa b) flac). 

4 由 (3.3.2) 与 (L*3) 得 

[A — (B— C)] < [B > (A — C)]. 
由 此 以 及 (3.3.1) 立 即 得 出 /(a,f(b,c))= f(b,f(a,c)). 

5° 由 等 价 定理 的 vu). 

6 由 公理 (L* 10) 即 得 . 

注 3.3.2 由 [下 ] 上 逆序 对 合 对 应 一 的 存在 可 证 De Morgan 
对 偶 律 成 立 [31, 即 

—([A]V [BD = —[A] A —[B], 


(IAT A [BD =la] zB]. 39 


这 一 点 也 可 从 等 价 定理 的 v) 直 接 得 出 .为 方便 计 , 以 下 改 用 “" 表 
示 一 并 用 小 写字 母 e, 等 分 别 表示 等 价 类 [A],[B] 等 , 则 


(3.3.5) 可 写作 
(a Vb) =a A Ü), 
(a Ab) =a V V. (3.3.6) 
2.Ro- 代数 | 
Q= x. 


以 上 述 和 -Lindenbaum 代数 为 背景 ,我 们 引入 下 面 的 定义 . 

定义 3.3.3 设计 是 (一 ,V ,>) 型 代数 .如 果 

DM 上 有 偏 序 委 使 (M , 委 ) 成 为 有 界 分 配 格 , 且 Y 是 关于 序 
委 的 M 中 的 上 确 界 运算 . 

这 一 是 关于 序 委 而 言 的 M 上 的 逆序 对 合 对 应 

iñi) M 中 任 二 元 a 与 5 以 flab) ab, M 


1° 


Q e U N 
e a og o 


6° 


f(—a, —b)= f(b, a). 
f.a)=a,fla,a)=1. 
FOSS lab), fla,c)). 
f(la,f(b,c))= f(b.,f(a,c)). 
f(a,bVe)= f(a,b)V f(a,c), 
f(a,bAc)= fla,b)Af(a,c). 
f(a,b)V f(f(a,5),—a V b)=1. 


这 里 1 是 M 中 的 最 大 元 ,那么 称 M 为 Ro 一 代数 .以 后 经 常用 a 
表示 一 &， 


多 例子 


例 3.3.4 E B 是 Boole 代数 ,对 B 中 任 二 元 4 与 5, 规 定 
—a= a ,这 里 a' 是 a 的 补 元 .规定 


a—b =a Vb, (3.3.7) 


则 B 成 为 Ro 一 代数 .事实 上 ,B 自然 是 有 界 分 配 格 , 且 由 一 a 是 a 
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的 补 元 a 知 一 :B>B 是 马上 的 逆序 对 合 对 应 ， 以 下 证 明 条 件 ii) 
成 立 .由 Boole 代数 的 性 质 得 
1° floa, >b) =a b=(a) Vb 
=b'Va=b—a=f(b,a). 
2 fll,a)=1 Va=0Va=a. fla,a)=a Va=1. 
3 f(f(a,b),f(a,c))=(a V bY V (a Ve) 
=(a Ab')V (a V c) 
=(aVa' Ve) A Va Nc) 
=p Va Vc2b V c= f(b,c). 
4 flasfld se) =a V(b Ve)=0 V(a Ve) 
=f(b, f(a,c)). 
5 Fla, bN e) =a V(bVe)=(a Vb)V (a V c) 
=f(a,b)V fla, c). 
又 ,由 Booe 代数 为 分 配 格 得 
flasb A c)= a V (ó A c) = (a V D) A la V c) 
= f(a,b) A f(a,c). 
6° 由 f(a,b)=a Vb 88 f(a,b)V f(f(a,b),a V b)Z 
fla Nba V b)=1. 
综 上 所 述 知 Booe 代数 是 R 一 代数 ,其 中 蕴涵 由 (3.3.7) 式 
ME. 
43.3.5 取 M=[0,1]. 对 a,bE[0,1], 令 a=a =1- 
a,aV b 为 a 与 5 的 上 确 界 .但 令 | 
. 1, a < b 
a— b = fla,b) = Ro(a,b) = a Vb, asb, 
则 M 放 成 为 Ro 一 代数 .今后 称 此 M 为 Ro 一 单位 区 间 , 记 作 W. 
只 须 证 明 Ro -代数 的 条 件 证) 
t Ba 所, 则 5 壬 a. 这 时 
flab) =1= f(b,a). 
Ha >b, W ach ZA 
flab) = (ay NE =b NaF fiba). 
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2 车 a<1, 则 f(1,4a)=1Va=0Va=a. 若 a=1, 则 
fl1,a})=1=a. 又 ,f(a,a)=1 BRI.. 

3 易 证 对 于 玖 而 言 ,f(x,y) 关 于 y 不 减 ,关于 r AH. i 
e=f(f(a,b),fla,c)),W 34 bc W e=12f(b,c). H asb 
if e=fla, >F, c). WA hik ap b>c.3FEA359 fla,5) 
>f(a,c), Bl a Vb>a Ve. 如 此 则 必 有 a <b. ATi e= 
fla Nb, a V e)= filba V c)2f(b,c). AZ ef (b ,c). P 
FEB 3 成 立 . 

4£ hapan RWE fla, filb, SS, flac) Ra 
>Flb, GM fla, fb, )) =a NON SEN (a V eS 
Fb, flar) Balb, c) M| be 时 8 和 安 Fasc) A u 
f(b,f(a,e))=12ef(a,f(b,c)). TIE b >e, R a sb V c. 
# as Wh f(a,c)=1 3 fla, fb, e DPE, flac) # 
a< M bS Aflac) MAS, fla e Lfl, f,c). 

5 由 于 f(z,y) 仍 然 关 于 y 单调 递增 , 故 可 像 上 例 一 样 证 
明 条 件 5 中 的 两 个 等 式 成 立 . 

6° 不 妨 设 a >5, 这 时 由 f(a,b)=a Vb WMR CRI. 

例 3.3.6 W XÆAØ,M=[0,1]* ik E|0,11E Ro 一 单位 区 
间 , 则 M 按 点 式 序 以 及 按 点 式 列 涵 构 成 Ro 一 代数 . 即 , 如 果 对 A, 
B€ M ,规定 

ASB 当 且 仅 当 对 每 个 xz € X, A(z=)= Bir), 

(A->B)(z) = A(z)— B(z). 

则 M 成 为 Ro 一 代数 ,叫做 Ro 一 方 体 ,证 明 留 给 读者 .，- 

例 3.3.7 Łukasiewicz 单位 区 间 不 是 Ro -代数 ,事实 上 , 令 
a=0.6,b=0.4, Wla, b)=0.8, fla, b)>a V b=0.8—0.4= 
0.6. 所 以 性 质 CARE. 


@Ro 一 代数 的 性 质 


命题 3.3.8 设 M 是 Ro 一 代数 ,a,5,cEM, 则 
让 f(a,5)=1 HHRH a&b. 


ifr y) ATF z 不 增 ,关于 y PREA 
Fla V b,c) = f(a,c) A f(b,c), 
fla A b,c) = f(a,c) V f,c). 

ii)f(a,b)22a V b. 

iy)f(a,b)<Sf(a Vc,bV c), f(a,b)<f(a Ac.b Ac). 

v)/(a,b)<f(a,c)V f(e,5). 

vi)/(a,b)V f(b,a)=1. 

vija sf (Jla, b) b). 

viii)fla,b)= f(f(a,b),b). 

证 DE f(a,b)=1,MW|a=f(1,a)= Fa OSS, 
a) fE OD = Fa, b), fO, b))= f1,5)= b. Ék asb. 
之 ; 设 axb, M p — a V b. 所 以 f(a， b)= f(a,a V b) 
=f(a,a)V f(a,b)=1. 

ii bsec WIB E X 3.3.3 的 和 得 

f(a,b) = f(a,b A c) = fla,b) A f(a,c). 
所 以 f(a,b)<Scf(a,c). BD f(z,y)3 F y AW. E X 3.3.3 BJ 
1',f(z,y)= f(y r) Pr Pl B” 3 PFXFAS 3 ayk 
于 之 不 增 .最 后 ,由 定义 3.3.3 的 1° 与 5 得 
fla VB,c)=fle (a V bY) = fle ,a A b”) 
=f(c ,a ) A fle,b) = f(a,c) A f(b,c). 
类 似 可 证 f(a ABb,c)= f(a,c)V f(b,c). 

过 因为 ea = f(l,a')= fla, 0S fla, b), b= ra, b)< 
fla,b), fla, b) Za V b. 

iv) 注 意 c<8Vec 从 而 Fec,5Vc)=1 便 有 

f(a V c,b V c)= f(a,b V c) A /(c,b V c) 
= fla,b V c) > f(a,b). 
类 从 地 ,由 上 Acsc 知 六 aeAcc)=1, 所 以 
fla A c,b A c)= fla A c,b) Afla hocc) 
= fla A c,b)} > fla,b). 
v) fla, bS la V ce, bN c)= Fa Ve b) NVS eVcc) 


=[f(a,b)A f(c,b)]V[f(a,c)Af(c,c)] 
=[f(a,b)Af(c,b)]V f(a,c) 
=< f(a,c)V fle,b). 
vi) ,vi 让 和 vii) 的 证 明 作 为 练习 和 留 给 读者 . 
注 3.3.9 i) M 为 Boole 代数 时 ,命题 3.3.8 中 的 证) 可 加 
强 为 f(a,b)= a va. 但 一 般 来 说 等 式 不 成 立 . 如 , 令 MAR- 


区 间 [0,1], 令 a=6= 方 , 则 fla,b)=1, Ea Vo=}. 

i 对 于 Heyting RAM A abee 当 且 仅 当 oa Abe. E 
一 般 的 Ro 一 代数 M 而 言 ,只 有 一 半 是 成 立 的 , 即 , 当 a Abe 时 
aAb->c. 事 实 上 , 设 icAbs 扫 c, 则 由 Fz,y) 关 于 y TI 

f(b,a Ab) Sfc). 
但 flia Ab)= f(b,a)Af(b,b)=f(b,a)22f(1,a)= a, MA 
ar(5,c), 反 过 来 的 事实 不 成 立 .如 ,在 Ro 一 单位 区 间 中 令 a = 
0.5),6=0.4c=0.3, 则 由 bc)=0.6 知 ea 魏 太 5,c) 成 立 ,但 
a Ab=0.43F0.3= c. . 

证 ) 命 题 3.3.8 的 第 iv) 条 中 的 两 个 不 等 式 都 不 能 改 为 等 式 ， 
PER Ro 一 单位 区 间 , 当 c 之 a >b 时 ,第 一 不 等 式 左 方 f(a ,6) 
=a V5<1, 但 右 方 为 f(c,c)=1. 故 f(a,5) 不 必 等 于 f(a V c, 
bV e). a >b2>c 时 ,第 二 个 不 等 式 的 左 方 严格 小 于 右 方 .请 读 
者 考虑 何 时 以 上 不 等 式 成 为 等 式 , 并 对 第 "条 性质 作 则 样 的 讨 
论 . 

3. 同 态 . 子 R, 代数 与 生成 元 集 


定义 3.3.10 i Mi 与 M, 为 Ro 一 代数 ,h : Mi > M> ER 

射 .如 果 对 xz,yE Mi b(—xz)= —h(z),h(z Vy)=h(r) VY 

h(y),h(z=—y)=h(z)—>h (y), JH h 为 Ro 一 代数 同 恋 ,简称 滞 
态 . : 

定义 3.3.11 设计 为 Ro 一 代数 ,Mi E M 的 非 空子 集 . 如 

E M, 对 一 ,VY 与 运算 封闭 , 则 称 M, 为 M 的 子 Ro 一 代数 ， 
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例 3.3.12 设 M H Ro- ttig, W M 有 两 个 平 几 的 子 Ro 一 
代数 ,一 个 是 M 自身 ,一 个 是 M = l0,11 , 它 是 M 的 最 小 子 Ro 一 
代数 .又 ,AM 的 若干 个 子 Ro 一 代数 的 交 显 然 仍 是 M 的 子 Ro 一 代 
数 . 

命题 3.3.13 设 Mo M: H Ro- RZ, h:M >M: EHA, 
则 站 AM) 是 M, 的 子 Ro 一 代数 . 

证 i z,yC h(M I), WE a, b C MI fE z= h(a),y = 
有 (6). 这 时 一 x 二 一 h(a)=h(za)ERC(MI), TV y=h(a)V 
h(b)=h(aVb)€eh(Mi),z=—y=h(a)—=h(b)=h(a—b)€ 
h(M.). Br. A (M JÆ M, 的 子 Ro 一 代数 . 

注意 , 同 态 有 一定 把 1 射 为 1, 把 0 射 为 和. 事实 上 , 产 (1) = 
hla—=a)=h(a)=h(a)=1.h(0)=h(—1)=—h(1)=—1=0. 
又 , 同 态 的 复合 显然 仍 为 同 态 . | 

定义 3.3.14 É M ER -iig T E M 的 非 空子 集 , 则 一 
WEE THM BFR 代数 之 交 仍 为 M 的 子 Ro 一 代数 ,叫做 
由 全 生成 的 子 Ro 一 代数 , 记 作 C(T). M C(T)= M 时 称 M H T 
生成 . 

命题 3.3.15 设 M 是 Ro 一 代数 ,TT 是 MM 的 非 空 子 集 , 则 
CT) 的 结构 如 下 i) T 中 的 元 都 属于 CCT),ii) 若 x,yEC(T)， 
则 一 zz ,xz Vy 与 x 一 y 也 属于 CT) .DCT) 中 再 不 包含 其 它 的 
JL. 

证 ”由 上 述 性 质 介 定 的 集 显然 包含 T 且 对 一 , V 与 -> 运算 封 
H.L, EES T HFR- 代数 都 包含 具有 上 述 性 质 的 集 . 所 
以 上 述 集 就 是 C(T). f 

定义 3.3.16 设 工 是 Ro- 代 数 M 的 非 空子 集 , go: T 一 WW 
是 映射 . 若 go 可 扩张 为 同 态 g: CCT) 一 殉 , 则 称 序 对 (TT, go) 是 
HEH. 

13.3.17 #8 F -Lindenbaum 代数 [下 ]= F( S)/== BJ 
# 

T=l[ +]! p€ S}, 


则 对 任 一 映射 go:T 一 殉 ,(T,go) 都 是 相 容 的 .事实 上 , 设 有 映射 
go: TW, Svi S— WE X u (p) g ([p]), WH F(S)ËE 
由 S 生成 的 (一 ,V ,一 ) 型 自由 代数 策 vo 可 扩张 为 同 态 o: F(S) 
W.G z [F] >W EXA gA] = (A). ESTE g 的 定义 不 
依 束 于 [A j 中 代表 元 的 选取 从 而 是 合理 的 , 且 由 v 为 同 态 知 g 也 
为 同 态 .显然 g{[p])=wv(p)= vo(p)=go([p]) 对 每 个 p€ES 都 
成 立 , 所 以 g 是 go 的 扩张 . 


4. Ro 一 民 数 的 乘积 


例 3.3.6 中 的 Ro 一 方 体 是 Ro 一 代数 先 积 的 一 个 特例 . 
定义 3.3.18 设 [M;|iE1Tl 是 一 族 Ro- tti, M= IIM; 是 
它们 的 直 积 .在 M 中 规定 : 设 z= {zx EM,y= {yl€ MM, 则 
>z = ir, zV y= z V yl, z—y= {zx yil. 
即 ,在 M 中 按 坐 标定 义 一 , V 与 -> 运算 , 则 M 显然 构成 一 Ro 一 代 
数 , 叫 Ro 代数 族 {lieE 了 如 的 乘积 Ro 一 代数 . 
Ro 方 体 [0,1]* E I— X EAREN € I, M, = W Bik W 
的 乘积 Ro 一 代数 . | 
后 记 若 在 Z 中 再 增添 两 条 新 公理 , 即 
(L*11) A—(B—AA8B), 
(L*12) (A—B)A(A—C)—=(A—BAC), 
POEET ARARE E TM ESEE s salsa MP 规则 . 这 一 
点 是 博士 研究 生 裴 道 武 指 出 的 . 
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UE 2" 中 的 语义 理论 与 
Fuzzy 推理 的 逻辑 基础 


本 章 中 先 讨论 与 2 相应 的 语义 理论 .其 次 ,引入 并 讨论 一 类 
特殊 的 部 分 赋值 重 言 式 .然后 将 当前 流行 的 Fuzzy 推理 算法 加 以 
改造 , 引 人 三 1 算法 ,并 利用 特殊 的 部 分 赋值 把 Fuzzy 推理 纳入 于 
逻辑 框架 之 中 , 霹 后 将 三 I 方法 进一步 推广 .引信 并 讨论 命 古 间 的 
支持 度 理论 . 


84.1 如 的 语义 与 可 靠 性 定理 


设 F(S) 是 全 体 ( 一 ,V ,一 ) 型 公式 之 集 ,全 是 全 体 F(S) 的 赋 
值 o: F(S)>W 24, B W 是 Ro 一 单位 区 间 . 


1. 可 和 个 性 定理 . 


定理 4.1.1( 可 靠 性 定理 ) Z 中 的 每 个 定理 都 是 0 一 重 言 
式 , 即 ,车 AEF(S) 且 + A, 则 上 A. 这 里 上 A 表示 A RN- BP 
式 . 

证 为 证 明 本 定理 可 证 Z 中 的 公理 都 是 占 一 重 言 式 ,并 且 
MP 规则 与 交 推理 规则 都 保持 只- 重 言 式 . 

设 Al,…,As 是 F(S) 中 的 公式 ,EE=g(A1,…,A,) 是 用 一 ， 
VY 与 把 以 上 公式 联接 而 得 的 公式 ,wv 所 日 . 则 由 o 为 同 态 知 

vlE) = g(v(A1),…,v(As)). (4.1.1) 

这 里 vCAN (1 所 i 所 1) 已 成 为 Ro 一 单位 区 间 W 中 的 实数 ,gs 作用 

于 这 些 实数 的 方式 恰 如 g 作用 于 这 些 公式 Aj(1 志 i 所 ) 的 方式 ， 

对 公式 入 ,B,C, 分 别 以 a,5,c 记 v(A),v(B),v(C). 设 z,yE 

W, f(z yE ry. HE v 为 同 态 从 而 o( 一 4)=a o (A V 
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B)=aVb,o(AAB)=a Ab 等 等 , 则 易 见 2" HEZEAK v-M 
值 分 别 为 | | 

1 f/(a,f(b,a)), 
fofla’ ,6b ), f(b,a)), | 
f(f(la,f(b,c)),f(b,f(a,c))), 
fU/(b,c),f(/(a,b),f(a,c))), 
fla, lay}, 
flasa V b), 
fla Vb,bVa), 
f(f(a,c)Af(b,c).f(a Vb,c)), 

9 /(f(aAb,c),f(a,c)V f(b,c)), 

10° /(a,b)Vf(fla,b),a V b). 
易 证 以 上 各 式 的 值 均等 于 1. 事实 上 ,由 Ro- 代数 的 性 质 知 
fF(5,a) 之 fF(1,a)=a, 故 1' 式 的 值 为 1. 又 ,f(a’,b)= 了 (b,a)， 
故 2 的 值 为 1.3° 式 与 4* 的 值 为 1 可 以 从 Ro 一 代数 定义 中 的 性 质 
4 与 3 得 出 .5°,6',7' 各 式 的 值 为 1 是 显然 的 .8 ,9 两 式 的 值 为 1 
可 以 从 以 下 二 式 得 出 : 

fla V b,c) = flac) Aflb,c), 
fla A b,c) = f(a,c) V f(5,c). 

最 后 由 Ro 一 代数 的 定义 3.3.3 É 6 1 10 的 值 为 1. 

至 此 已 证 明了 Z* rh É 10 条 公理 都 是 () — ERR. UFER 
两 条 推理 规则 都 保持 万 重 言 式 .事实 上 , 设 A 与 4>B 都 是 0 重 
言 式 , 则 对 任 一 vE, vl A)= ol A>B)=i, AM 

vB) = f(1,2(B)) = f(o(A),ə(B)) = v(A— B) = 1. 
所 以 B EO —- E H sk. El MP 规则 保持 人 2 一重 言 式 .再 设 A— B 
与 A->C 都 是 五- 重 言 式 , 则 对 任 一 xzE 五 ,o(A 一 B)=a(4 一 
C)=1, 从 而 | 
` (A — B A C) = f(ə(A),ə(B) A o(C)) | 
=f(o(A),ə(B)) A flA), v0) 
=. (A — B) A A> C) = 1. 
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所 以 A 一 BAC 是 号 - 重 言 式 , 即 , 交 推 理 规则 也 保持 总 - 重 言 
式 . | 

由 以 上 所 证 及 如 中“ 证明” 的 定义 知 Z" 中 的 定理 都 是 万 - 重 
言 式 .定理 4.1.1 表明 了 中 的 语 构 关于 语义 O 是 可 靠 的 . 

注 4.1.2 站 经 典 命题 演算 中 的 定理 不 必 为 万 - 重 言 式 , 如， 
那里 的 公理 

(L2) (A—(B— C)) — ((A > B) > (A — CG)) 
WARA O - Rak. 3 FE. A,B,CC€CF(S)U AWIE Ó C€ O 


使 v(A)= v(B)= 六 ,co(C)=0( 这 是 可 行 的 ,因为 只 须 令 A,B， 
C 分 别 为 S 中 的 原子 公式 p,q,r, 那 么 对 它们 的 赋值 就 可 以 任意 
指定 ). 这 时 (L2) 在 赋值 v 下 的 值 为 
7 人 07 公公) 
Aaah) ia) 
所 以 (L2) 不 是 五- 重 言 式 . 
请 该 者 自行 证 明 (L2) 是 二 - 重 言 式 . 


DERAS 中 ,演绎 定理 不 成 立 , 即 ,从 PU1A1 + B 一 般 得 
不 出 FA>B 来 ,这 里 人 CF(S),A,BE F(S). 事 实 上 , 设 演绎 
定理 成 立 , 令 T= |A—(B—C),A—>B| W| PUA] r é; 


1 A PUA EBR B 
2” A—B T'UIA PEREA 
3 B 1°,2",MP 
4 A—(B—C) TU {A1 中 的 成 员 
5' B—C 1" ,4° ,MP 
6 C 3°,5°, MP 


那么 由 演绎 定理 得 了 PH(A->C), 即 14->(B-=C),A-Bl FAC, 

再 使 用 演绎 定理 两 次 得 [A 一 (BC)} A (A—>B)=(A>C), 

FA 一 (了 一 C)) 一 ((4A 一 B) 一 (4->C)). 这 表示 (L2) 是 Z ph 
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定理 ,从 而 是 万- ERR, TH. 
2. 语 义 MP 规则 与 语义 HS 规则 


在 上 面 证 明 可 靠 性 定理 时 我 们 已 经 证 明了 语义 MP 规则 , 即 ， 
# A 5 AB 都 是 人 2 一重 言 式 , 则 B tE OQ 一重 言 式 .以 符号 写 
出 来 就 是 : 
#FAREA—B, E B. (4.1.2) 
TEREN HS 规则 也 成 立 , 即 , 若 A— B 5 B— C 都 是 万 - 重 
言 式 , 则 4 一 C 也 是 2 一 重 言 式 , 即 
# FA—BHFB—>C. W FA—C. (4.1.3) 
事实 上 W ov 是 任 一 只 -赋值 , 则 由 o (A—B)=.(B—C)=1 #l 
v(A)vu(B),v(B)Sv(C), 从 而 vl ASC), IA o (A— 
C)=f(ə%2(A),ə2(C))=1.# F A—C. 
其 实 以 上 证 明 的 事实 比 (4.1.2) 式 与 (4.1.3) 式 要 强 , 即 , 已 经 
证 明了 下 述 的 : | 
命题 4.1.3 设 A,B,CEF(S),vEQ, 则 
车 vtA)=vtA=B)=1, 则 w(B)=1. 
ü)# v(A—>B)=w(B—>C)=1, 则 o(A—C)=1. 
推论 4.1.4 XTA mA, WX MP 规则 (4.1.2) 与 语义 HS 
规则 (4.1.3) 成 立 . | 
注 4.1.5 wa 一 MP 规则 与 a 一 HS 规则 并 不 随 着 a 的 增 大 而 


加 强 .如 ,推论 4.1.4 说 1-MP 与 1- HS 都 成 立 , 但 才 - MP 与 二 
-HS 却 者 不成立. 以 才 ~MP 为 例 . 设 A= 一 pVp,B= 一 ((p 一 
一 p) 人 (一 pp)), 这 里 p 为 原子 公式 . 易 见 A E - 重 言 式 . 
Xo (0)= H o(B)=0,B3 o(0)Z H v(B)=—(v(p) 
As(p))= (p) V o(p). WETA A>B Et- RAR, M 
B BAAR -RER MUL -MP 规则 不 成 立 .但 我 们 有 
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命题 4.1.6 设 4,B,CEF(S),pED, 则 

DE (A)>1, (A—B)>2,M o(B)>7- 

DE uCA->B)> 二 ,o(B 一 C)> 广 , 则 o(a) >t >: 

证 DEA o (A—B)= f(0(A),6(B))H vA) > 7. 
o(B)< 了 则 u(A-B) = (o (A) V o (B) FR. BUA 
(B)>- 

DMR o (A—-C)< , 
oA C) = Ka(hA),a(C)) = (oA) V OSF 


那么 (OSEANE o(B)> M 


SA 


v(B > C) = f(v(B),v(C)) = (o(B)) V v(C) < 

矛盾 . 帮 (BLEA (ABOA 

(A — B) = f(v(A),v(B)) A (vA)Y V v(B). 
从 而 必 有 5(A)<a(B)< 二 .又 ,由 (z(A))' KIE + (A)27- 
所 以 v(A)= 卫 ,那么 n(B) = 去, 这 时 由 o(B—C)> A vC) 
<HA v(B)<w(C), 从 而 v(C) 一 方 .最 后 导致 "(AC)=1 
的 结论 ,矛盾 .所 以 v(A 一 C)> 方 成 立 . 

推论 4.1.7 (4) -MP 规则 与 (去 】 HS 规则 成 立 ,本 

3 潜入 与 人 -=B 都 是 (于 】 - 重 言 式 , 则 也 是 | 到】 -EFR 

iW A- 昌 与 B-~C 都 是 { 寺 】 -EFR M A 一 C 是 
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(1) - wa. 

设立 是 石 的 非 空 子 集 , 则 在 以 上 各 结论 中 把 0 RADNA 
结论 仍 成 立 , 可 以 证 明 下 面 的 

命题 4.1.8 设 A,B,CEF(S),oE 了 ia> 方 , 风 

DE vl Aza, v(A—>B) Za , Wl v(B) 守 a. 

DE o¿(A—B)>a 2 (B—C)2a B| o (AC). 

证 UDA 3 o (A—B)=1,MJ v(B)>v(A) >a. # 


(A—-B)<1 Mo (A—B)= (o (A) V v(B)>a, M a> 31 


(o (A) <a << ,所 以 6 (B)22a . 
在 第 二 章 中 已 经 看 到 ,关于 而 而 言 的 广义 重 言 式 只 有 方 一 重 


言 式 与 (十 】 -EER samana nk apunmi 
言 ,可 能 有 0.7 一 重 言 式 ,0.8- 重 言 式 ( 且 不 是 重 言 式 ) 等 .由 上 述 
命题 可 得 

推论 4.1.9 设 A,B,CEF(S),a> 二 , 则 

i) 车 A 与 4 一 B EX - (a - 重 言 式 ), 则 BB 是 一 (a 一重 
言 式 )， | i 

iW A_>B 与 B-=C 都 是 卫 - (一重 言 式 ), 则 A—C 是 
-(a-EER). 


3. 赋值 中 介 


定义 4.1.10 设 G 是 Ro 代数 .如 果 对 FF(S) 的 每 个 同 值 
D F(S)>W,fff#E(—,V ,一 ) 型 同 态 g: G—W Mh:F(S)>G 
o= geh, WR G AFAR. WRT vh 为 同一 
个 辐 态 , 则 称 G 为 正则 峰值 中 介 . 
Wa AAA SW BELOG At eE- co. 
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g=idp,h =v. 

ii)F(S) 关 于 可 证 等 价 关系 2 的 离 代数 , 即 ,2 — Lindenbaum 
代数 [], 是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 . 事实 上 ,由 定理 3.3.1,[F] 是 
Ro 一代 数 , 设 v 是 F(S) 的 任 一 赋值 .对 F(S) 中 的 公式 A, 
g(A)=[A] 为 A 所 在 的 关于 < 的 同 余 类 , 则 p: :F(S)>1F12 
(~, V, RRA. ERS g: [F] > W 如 下 : | 

g([A]) = v(tA), [AlE LF] (4.1.4) - 
若 BE[A], 则 B 与 4 可 证 等 价 , 即 -BA H r A—B. H nT #ë 
性 定理 ,wv(B 一 A)=v(B)>v(A)=1, 从 而 o(B)<o (A). MA 
v(A) 志 wv(B), 所 以 vw(A)=w(B). 可 见 (4.1.4) 式 中 给 出 的 g 的 
定义 与 [A ] 中 代表 元 的 选取 无 关 , 因 而 是 合理 的 .又 ， 
gt—[Al) = g([—A1]) = v(—A) = (v(A))', 
g([A] V [B])= g([A V B]) = v(A V B) 
= (A) V (B) = g([A]) V g([B]), 
g([A]— [B])= g([A — B]) = v(A — B) 
= o(A)— v(B) = g([A D > g(LB)). 
所 以 g 是 (一 ,V ,一 ) 型 同 态 .由 (4.1.4),w(4) = 有 [4A])=B。 
lA) B uzg p MALFE FOAREN. AA p AB 
而 变 , 所 以 [下 ] 是 FUS) 的 正则 赋值 中 介 . 前 面 已 经 证 明了 Z" 的 语 
构 关于 语义 O 的 可 靠 性 .而 2" 的 语 构 关于 语义 0 完备 性 尚未 得 
出 , 即 , 目 前 尚 不 知 当 上 A 时 上 A 是 否 成 立 . 但 把 语义 只 适当 修 
改 后 就 可 使 F(S) 上 的 语 构 2" 关于 某 新 的 语义 是 完备 的 . 

EN 4.1.12 设 MM 是 局 一 代数 ,v:F(S)>M 是 (一 ,V ,—) 
AWA, U Au 记 这 种 同 态 的 全 体 , 称 fw 中 的 wv 为 F(S) 的 (u 
-RE B AEF(S), 若 对 每 个 vE Q 恒 有 w(A)=1, 这 里 1 是 
M 的 最 大 元 , 则 称 A 为 Dw -一重 言 式 . 

以 前 讨论 的 万- 重 言 式 就 是 Oy- ERA. 

定理 4.1.13{M- 可靠 性 定理 】 设 M ER- IO, IJ 2 
中 的 定理 都 是 Qw — EFA. 

证 姑 的 10 条 公理 都 可 像 证 明定 理 4.1.1 那 样 被 迹 明 为 
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Di 一重 言 式 .又 ,两 条 推理 规则 显然 保持 O - 重 言 式 , 所 以 M - 
可 靠 性 定理 成 立 . 

推论 4.1.14 [F] -可 靠 人 性 定理 成 立 . 

定理 4.1.15 ([F]- ZEEE) 设 AEF(S), 则 A 是 
P 中 的 定理 当 且 仅 当 A ÆN- ERR. 

证 回忆 [下 ] 中 序 委 的 定义 为 

O [A]<S[BI BAA FA —> B. 

车 B 为 定理 , 则 对 每 个 公式 A, F A—B k BD[ A1=<<[ B] 
成 立 . 所 以 定理 所 在 的 同 余 类 是 [FF] 的 最 大 元 1. 同时 ,定理 所 在 同 
余 类 中 各 公式 均 与 定理 可 证 等 价 ,从 而 也 都 是 定理 , 即 , [下] 的 最 
K> 1168 F(S) 的 全 部 定理 组 成 . 今 设 下 (S) 的 公式 A H Air 
-EAA WY 下 CS) 的 每 个 QIr] 一 赋值 v 均 有 vw(A)=1, 特 别 
ENAMI nv:F(S) 一 [Fl], 这 里 v(A)=[A], 应 有 o(A)= 
1, 即 LA4]=1. 所 以 4 是 定理 .这 就 证 明了 凡 Pir]- 重 言 式 都 是 定 
理 .再 由 推论 4.1.14 便 知 对 下 (S) 的 任 一 公式 A. A REMH H 
仅 当 A RN- EFR. 

注 4.1.16 由 上 述 定理 可 见 F(S) 的 赋值 中 介 [ 下 ] 蛙 出 的 语 
义 Q[F] 有 具有 较 好 的 性 质 .只 是 [F] 与 F(S) 过 于 接近 , 邑 , 设 M 是 
F(S) 的 任 一 赋值 中 介 , 则 从 FSA M 的 同 态 h:F(S) 一 M 一 
定 可 以 通过 [下 1 的 插入 而 分 解 为 有 = k op, W R k: [F] >M 为 同 
态 . 即 ,下 面 的 定理 成 立 { 见 图 4.1). 
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定理 4.1.17 (分 解 定理 ) 设 M 为 F(S) 的 任 一 赋值 中 介 ， 
vE, v 通过 M AEA v=g°h, AE g:M>W 5 hk:F(S)>M 
都 是 (一 ,V ,一 ) 型 同 态 , 则 p ALEA h= 
kop KE k:[F] >M 5p: F(S)>1 FIRE., V ,一 ) 型 同 态 . 
证 由 M-=- 可 靠 性 定理 4.1.13 知 ,对 下 (S) 的 任 一 定理 A 
均 有 h{A)=1m. 特 别 对 FCS) 的 任 二 公式 A 与 B, 当 A%B 时 由 
FA—B A B>A} 
h(A — B) = A(A)— Rh(B)=1, 
h(B— A) = h(B)—h(A)=1. | 
从 而 h(A)<h(B)H p(B)<Sçh(A),BFU R(A)= h(B). H Ik u[ 
知 对 [Aj] 中 每 个 公式 B BLS h (B)=h(A).SE Xt k: F] >M 
为 
k([A]) = h(A) (4.1.5) 
则 出 以 上 分 析 知 由 (4.1.5) 式 给 出 的 这 一 定义 是 合理 的 , 且 由 
h(A) = k(LA]) = Ë ° (A) | 
HL 可 通过 中 介 [ 下 ] 而 分 解 为 =k°qp. 以 下 只 须 证 为 (一 ,YY ， 
一 ) 型 同 态 .这 由 以 下 各 式 表 明 : | 
k(—[A]) = k([—A]) = hk(—A) = —h(A) = —k([A1) 
k([A] V [B])= k([A V B]) = h(A V B) 
= A(A) V h(B) = kA] V REBI 
k([A1— [B])= (LA — B]) = h(A — B) 
= h(A)—h(B) = k([A]) > k(LB1). 
定理 4.1.18 (赋值 中 介 的 特征 定理 】 Š M 是 Ro 一 代数 , 则 
M 是 F(S) 的 赋值 中 介 当 且 仅 当 
让 每 个 映射 wmo:S-> 刺 可 通过 M 而 分 解 , 即 ,存在 ho: S—M 
#iga:h (S) > W Bš uo = go° hü 
说 序 对 (Ao(S),go) 是 相 容 的 , 且 M h h SER. | 
证 必要 性 . 设 M 是 F(S) 的 赋值 中 介 ,vo:S 一 更 是 任 一 映 
射 , 则 wo 可 扩张 为 一 个 赋值 o: F(S) W. H M 为 赋值 中 介 知 
存在 同 态 h:F(S)>M 和 g:M 一 而 使 v=g°h. 令 ho=h|1S:S 
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>M 为 h £ S 上 的 限制 ,go= 有 gl15o(S):pofS) 一 环 为 g 在 
ho(S) 上 的 限制 , 则 由 o= geh Slus= goho. HT ge: h (S)>W 
可 扩张 为 同 态 g: M— W. PURI i) 5 芝 都 成 立 . 

充分 性 . 设 条 件 妆 与 让 都 成 立 . v:F(S) 一 责 是 任 一 赋值 , 则 
o= v| S:S—W 可 通过 M 而 分 解 为 wo= goho H FCS) H S 
生成 的 自由 代数 知 ho 可 扩张 为 同 态 h:F(S) 一 M. 由 序 对 
(ho(S),go) 相 容 以 及 MM 由 ho(S) 生 成 知 g0:ho(S) 一 页 可 扩张 
为 同 态 g:M 一 页. 设 A=f(p1,…,p.)EF(S), 则 

vA) =f(v(p1), ,vp)) = Flvo(p1) ,vol ps)) 

=f(go° holp), sgo ° holp.)) 

=f(g ° hpi) g ° h(p,)) 

=g" h(f(pi, i, P.)) = g ° RLA). 
H o= zsh 成 立 .所 以 M EFOR pI. 

4.1.19 由 上 述 定理 可 再 次 看 到 [Ff] 与 W 都 是 F(S) 的 
赋值 中 介 . 事实 上 ,对 [下 ] 而 言 , 设 vo S— W 为 任 一 映射 , 令 ho: 
5S 一 [FF] 为 典型 映射 p:RE(S) 一 [下 ] 在 S 上 的 限制 , 即 ho(p)= ° 
[p], W ka (S)= T= ![p]|p€ SI. 再 令 go: T > W 定义 为 
go ([p])= volp), W oo = gos ho, B H fl 3.3.17 知 序 对 (TT, ga) 
是 相 容 的 .对 W 而 言 ,情况 更 简单 . 设 o: S— W 为 任 一 映射 , 令 
ho 二 vos go 为 恒 等 映 射 即 可 .在 图 4.1 中 看 到 , [Fj] 是 最 贴近 
F{S) 的 赋值 中 介 , 而 W 则 是 最 远离 F(S) 的 赋值 中 介 . 这 里 [到 ] 
具有 较 好 的 性 质 , 即 [下 ] 一 完备 性 定理 成 立 . 由 于 我 们 还 不 知道 
太一 完备 性 是 否 成 立 ,自然 会 有 如 下 问题 ; 

问题 4.1.20 F(S) 是 否 有 异 于 EFj 的 赋值 中 介 M, 使 M 一 
完备 性 定理 成 立 ? 如 果 有 ,那么 最 贴近 W 且 使 完备 性 定理 成 立 
的 赋值 中 介 是 什么 ? 

最 后 我 们 指出 ,我 们 对 赋值 中 介 有 特别 兴趣 的 原因 是 : 设 R. 
-代数 M 使 MM 一 完备 性 定理 成 立 , 则 3M 的 窜 必 有 子 Ro 一 代数 成 
为 天 (CS) 的 正则 赋值 中 介 . El ,我 们 有 

. 101 * 


定理 4.1.21 设 Ro 代数 1M 使 M 一 完备 性 成 立 , 则 MMA 
F Ro 一 代数 M* 使 M* 成 为 F(S) 的 正则 赋值 中 介 , 这 里 Au 是 
F(S) 的 全 体 M- BEZE. 
证 作 有 映射 2: F(S)—MP?ul0 F: 
2(A)Xu) = ulA),u € Qu, A € F(S). (4.1.6) 
则 易 证 y 为 同 态 .又 可 证 对 F(S) 中 任 二 公式 A 与 B 
pA) = 0(B) 当 且 仅 当 A%B. (4.1.7) 
事实 上 , 若 A=B, M F A—B -5 F B— A 都 成 立 . B M -AEE 
EHE, HAA uE Ny, ul A—>B)= ul B>A)=1. BERA ul A) 
二 ww(B), 所 以 由 (4.,1.6) 得 y(A)= p(B). 反 过 来 , 设 (A) = 
Wy(B), 由 (4.1.6), 这 表明 对 每 个 M- MÉ ú W B u (A) = 
u(B), 那 么 u(A 一 B)=u(A)>u(8)=1, 即 A 一 B H üy- Æ 
言 式 .从 而 由 M -完备 性 定理 知 F 4 一 召 . 同 理 可 证 F B— A. PF 
以 48. 这 就 证 明了 (4.1.7). 以 下 设 M* = gy(F(S)), 则 容易 
验证 M* 是 M4 的 子 Ro 一 代数 . 今 设 vER, 即 wv 是 F(S) 的 任 一 
形 一 赋值 .定义 hh:F(S) 一 M* 使 对 每 个 AEF(S),h(A)= 
PIA). EX e: M*—W Wl F: E z€ M” ,JIJ8 AEF HE x= ` 
h(A).2 g(z=)=(A).#r h(B)=h(A),M| H (4.1.7)48 B= 
及 ,从 而 vtB)=w(A). 这 表明 定义 g:M* 一 到 W 是 合理 的 . 设 y= 
A(B)C M * ,NJ 
g(—=) =g(—h(A)) = g(h(—A)) 
=u(—A) = —g(z) 
glz V y) =g(h(A) V h(B)) = g(h(A V B)) 
=vlA V B) = (A) V s(B) = g(x) V g(y), 
g(z— y) =g(h(A)— h(B)) = g(b (A — B)) 
=v(A)— v(B) = g(z)— g(y). 
所 以 g EAE, EH o(A)=zg(z=)=zg°h(A)#8DOo = goh 成 立 , 这 
Eh Ao 而 变 , 所 以 M* 是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 . 这 就 证 明了 
本 定理 . 
注意 ,由 上 面 定理 可 见 F(S) 的 公式 A 蚌 定理 当 且 仅 当 
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J(A)=1. 这 里 1=1m’ 是 M* 的 最 大 元 .特别 是 如 果 W- ZAE 
成 立 , 则 存在 Ro 一 方 体 的 子 Ro 一 代数 M ,使 M* 成 为 F(S) 的 
EWR I, H A 为 定理 当 且 仅 当 y(4)=1, 这 里 是 圈定 的 
从 F{S) 到 M -的 同 态 ， 


4. 逻辑 等 价 


定义 4.1.22 设 4A,BEEF(S). 若 对 每 个 ED HA o (A) 

=w(B), 则 称 A 与 B ZWEM, wE A— B. | 

下 面 的 推论 是 显然 的 : 

推论 4.1.23 DA~B 当 且 仅 当 上 F A—>B HEB—A,B 
A 一 B 与 B->A 都 是 重 言 式 . 

条 若 AB, 则 A~B. 

逻辑 等 价 关系 一 显然 是 F(S) 上 的 等 价 关系 .又 , 设 A~B,C 
— DW BEIE—A—-—B,.,AVC—-BVD,A—-C—B—D. Br E iB 
等 价 关系 还 是 F(S) 上 的 同 余 关系 .我 们 有 

定理 4.1.24 人 妈 辑 等 价 关系 一 是 F(S) 上 的 同 余 关系 ,以 下 
记 商 代数 F(S)/ 一 , 则 天 是 Ro 一 代数 ,其 中 偏 序 所 由 下 式 定 义 : 

A <B yanv E A, ol A) 所 vw(B). 
(4.1.8) 
F H Ro — Lindenbaum 代数 . 

证 “ 易 证 由 (4.1.8) 定 义 的 关系 委 与 A MB 中 代表 元 的 选取 
无 关 , 从 而 这 个 定义 是 合理 的 .显然 委 是 下 上 的 偏 序 关系 ， 

由 (4.1.8) 式 知 ASA V B,B<SA V B,N2 A V B 就 是 
AVB. X, 8 A<C.,B<G .WiR(4.1.8) ATHE À V B<C ,所 以 
AVB EA 与 百 在 (下 ,所 ) 中 的 上 确 界 .类 似 可 证 A A B (B 
甩 K 百 ) 是 蕊 与 巨 在 (下 , 委 ) 中 的 下 确 界 .所 以 (下 , 委 ) 是 格 . 

设 本 为 任 一 重 言 式 ,C 为 任 一 矛盾 式 . 由 (4.1.8) 式 易 证 工 
与 已 分 别 为 (天 , 委 ) 中 的 最 大 元 1 与 最 小 元 0. MAE, OAAR 

- 格 


由 AA(BVC)=AA(BVO)= (AAB)V(AAC)=(AA 
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互 )V(4AAGC) 知 (下 ,之 ) 还 是 分 配 格 . 
SSA =A. MUAF, S) ERER AR. 
以 下 以 了 (4,B) 记 FF 中 的 A 一 B. 
1° (一 有 ,一 再 ) = 一 太一 一 百 = 一 A 一 一 有 
| =B=A=B—Á = f(B,A). 
2 /(1,A)=/f(T,A)=T—A=T—+A, 
这 里 T 是 重 言 式 . 由 于 对 每 个 赋值 vA o (T—A)= Ro (1, 
v(A))=v(A), 所 以 T=>A=A. 所 以 I 
f(1,A) = T— A = A. 
X.,f(A,.A)=A—-A=A—=A=T=1 成 立 . 
3” 由 FH(B>C) 一 ((A->B) 一 (AC))) 知 对 每 个 vEQN 
HA 
v((B—C)—>((A — B)> (A —>C))=1 
u(B -> C) < v( (A — B) — (A — C)). 
由 此 可 证 得 
/f(B,C)< FA, B), (A ,C)). 
4 由 H((4-(B 一 C)) 一 (B 一 (4 一 C))) 出 发 ,与 3 类似 
可 证 
f(A,f(B,C)) = f£(B,f(A,C)).. 
5° ”由 可 证 等 价 定理 3.2.22vii) 5 BJ TRE z EB R| TE 
J(A,B v C) = f(A,B) v f(A,C), 
f(A,B A C) = f(A,B) A fA,C). 
6° 由 公理 (L*10) 即 得 Ro- 代数 的 条 件 6°. 
这 就 证 角 了 天 是 Ru 一 代数 . 
与 定理 3.2.23 和 推论 3.2.24 类 似 , 我 们 有 
定理 4.1.25 设 A 由 子 公式 B1,…,B, 通过 连接 词 一 ,V 与 
一 连接 而 成 ,A = f(B]1,…,B,). 如果 B,— CG,(1<¿=t),BIJ 
A ~ FCG). 
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前 面 已 经 征明 ,[FF] 是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 , 且 [下] 一 完备 ` 
性 定理 成 立 . 以 下 证 明 到 也 是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 . 
定理 4.1.26 FE 是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 . 
证 定义 映射 g: F(S)—>F 为 
g(A) = A, A € F(S5). (4.1.9) 
则 易 证 少 为 同 态 . 设 o: F(S) >W 3 F(S)W5IE— À- RE, E 
Lit g = g, FW 为 . 
g,(A) = v(A), A € F (4.1.10) 


则 易 证 z, 也 是 同 态 . BR v= geg 因为 ó ABB o 而 变 , 所 以 下 
是 F(S) 的 正则 赋值 中 介 . 


由 分 解 定理 4.1.17 得 


[| 


推论 4.1.27 FORSA ( — WB v 均 可 分 解 为 


Ç = gç etg (4.1.11) 
这 里 对 每 个 公式 AC F(S), 
@(A) = [A1,e(1A]) = A,g,(A) = vlA), 
(4.1.12) 


H e,e,g, WERE, p= ep peg 都 不 随 % 而 变 . 
84.2 依 中 另 一 类 站 一 重 言 式 
在 第 三 章 中 我 们 给 出 了 命题 演算 的 一 种 形式 系统 S ,上 节 中 


我 们 给 出 了 配套 的 语义 理论 .本 节 中 我 们 讨论 另 一 类 部 分 赋值 法 ， 
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出 此 出 发 可 将 Fuzzy- Modus Ponens 与 Fuzzy Modus Tollens 置 于 
” 严 榨 的 逻辑 基础 之 上 . 

在 $2,5 中 我 们 引 人 了 忆 - (a 一 重 言 式 ) 的 概念 ( 见 定义 
2.5.7), 在 那里 我 们 用 A RREK v: FSW 之 集 . m > | 
WE f) 的 一 个 子 集 . 作为 例子 , STINE v S— W 
sk — HIB Bf wo: S— W, 8& — WIB B o: S—W;,, +41 所 生成 的 赋值 
之 集 , 这 里 W= WQ 是 [0,1] 中 的 有 理 数 集 构成 的 W 的 子 代 

B W, 5 W214 则 分 别 同 构 于 W 的 由 2x 个 元 或 2 +1 个 元 构 
成 的 子 代数 .本 章 中 在 谈 及 忆 一 赋值 以 及 3} (a 一 重 言 式 ) 与 忆 

一 (a' 一 重 言 式 ) 时 ,车 不 附加 另外 的 条 件 , 则 导 可 以 是 右 的 任何 
子 集 ,包括 上 述 各 种 子 集 . 不 过 为 了 给 Fuzzy AEAEE, 
本 章 中 需要 用 到 如 的 另 一 类 特殊 的 子 集 忆 . 

设 Xis: X, 是 非 空 集 ， 多 (Xi;) 表 示 X; 上 的 一 切 Fuzzy 集 构 
成 的 集 族 (i =1,…,n).F(S) 仍 为 由 S 生成 的 (一 ,VY ,一 ) 型 自由 
代数 ,S = lp. bal. 

EX 4.2.1 Ë E,, EZ € Z(X,),=, € X.(; =1l,--,n). Ë = 
(ES En Ef y0, E1) Z5 (21r z). X p= 9(E,z): 
S 一 [0,1] 如 下 : 


Ey, (XL), 1 和 kn， 
e@(b,) = 1 Ef alr- n <k=<2n, (4.2.1) 
0, k > 2n. 


以 z( 瑟 ,元 ) 记 由 p(E,z) 生 成 的 F(S) 的 Ro 一 赋值, 即 , 从 F(S) 
到 W 的 同 态 , 令 
DE- [Ee a] — (42.2) 
例 4.2.2 Era=1,X =[0,1],EËE= (E; Ef) M pi 一 pz 是 
忆 (EE) 一 重 言 式 当 且 仅 当 对 每 个 z€ XI, E (zi)SçE7 (zx1). 事 
实 上 , 设 vE >(E), 则 对 每 个 =z1E Xi, 


@(pi) = Eilr), @(p2) = Er (zi), 
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从 而 i 

volpi 一 p2) = Ro(e( pi), pp2)) = Ro(Ei(zx1) ,ET (x1)). 
由 此 可 知 v{p1 一 p2) =1 恒 成 立 当 且 仅 当 玉 所 EY M, E lros 
Er (zi) hk iz € Xi 都 成 立 . 

类 似 可 证 , 当 23,223 时 pep EL- ERA. N, £ E. 
SKET Wip h) spa AE- FAR. 

4.2.3 W n=2,23] A X 5 Y i X, 与 X. , k 8 XI = 
Xs=[0,1], 分 别 以 A,B, ,A*,B* %0 Er Ez, Er Ef, E =(A, 
B;A*,B*). 8 B: i 

Alz} = z, A (z) = zx, r€ X = [0,1], 

B(y) = 0.64, B*(y) = 0.9 y € Y = [0,1]. 
>= >(E),W(p >p y (papa) 12 - E i N. 

FLE, lr, EXxY. B e= o(E,(z,y)),u = 
uvlE,(x,y)). MIH 

plp) = Alz) = x2, plpa) = B(y) = 0.64, 

plp) = A*(z)=z, plpa) = B*"(y) = 0.9 
# 

o((pbi — p2) > (bs — b4)) 
S =R (R(z2,0.64),Ro(z ,0.9)). 

当 x<0.9 时 由 Ri(z,0.9)=1 知 上 式 的 值 为 1. 当 地 >0.9 时 ， 
xz2>0.64, 这 时 由 R (z2,0.64) =0.64,R (z ,0.9)=0.9 HEA 
的 值 Ro(0.64,0.9 仍 等 于 1. 所 以 (pr>z2) pn- E 
= x. 

例 4.2.4 在 上 例 中 把 B*=0.9 改 为 B* 三 0.8, 则 一 切 推理 
PREAH S p) lap AD- ERAR RED S= 
SE), m E PHH 4 项 已 改 为 B* 二 0.8. 可 以 证 明 , 当 A,B, 
A* 保 持 不 变 时 ,B* =0.8 E Z Y)H ER p = (py pa) 
IDOE) 一 重 训 式 的 最 小 Fuzzy 集 .事实 上 , 设 B"E FC(Y), 且 有 
WEY B (y= B<0.9.2r o= (E ,(0.8,y9)) AE E = 
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(A,B;:A*,B°), 5 
v(pi~ p.) = Rolul pi) vC p2)) = Ro(0.64,0.64) = 1, 
vl p3 — pa) = Rolul pa) vl p4a)) = Ro(0.8,8) < 1. 
所 以 | 
vli pi — pz) — (pa p4)) < 1. 
B. ppl prp) RE >; - ERA. 


例 4.2.5 Wk X= Y= [0,1], A(z) =Z42,B(y)=1-y, 
A*(z)=1-z, 


1 s<ż, 
* _ 1 2 
B*(y) = l-y 3 < y< > (4.2.3) 
1 2 
3 ° y> 


E=(A,B;A* ,B*),M| H= (p >p)> (ph >p) 5) - EP 
式 , 这 里 = (EE), 且 当 A,B,A* 不 变 时 ,B* 是 多 (Y) 中 使 二 
成 为 站 一 重 言 式 的 最 小 Fuzzy 集 . 

捷 实 上 , 设 =(z,y)EXXY,v=w(EE, 到 ), 则 由 定义 4.2.1 
知 

ul(H) =(%(pbi) — vp2)) — ((o( ps) — vpa)) 


-=22-a-5]=10- z) B* (91. 
(4.2.4) 
# <l min(4.2.3),B'(y)-1.8(4.2.4)8 (H) =1. 3, 
这 时 1- 523. R :=0 82720 -.)=2-0-5)=1. 
(1-z)>B"(y)=B"(y). 可 见 当 y 志 时 为 使 (4.2.4) 式 的 值 
等 于 1,B*(y) 不 能 小 于 1. 若 了 <y<<, 则 2>1-y. 由 1-y 
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z2,- y)= -47v a-s) 


= L132V (1-y)=1-y. 
注意 z 可 为 零 便 知 1 - y 是 使 (4.2.4) 式 的 值 等 于 1 的 最 小 可 能 
表达 式 .最 后 , 设 y> 季 , 则 1 y< 二 .这 时 


十 2 1 一 1 
3 (1-y)= 2 V - 5) <+. 


由 (4.2.3),B"(?) = 二 .那么 由 Rola, b) >b 知 (1-z) 一 
B*(y) 之 子 .所 以 (4.2.4) 式 的 值 等 于 1. 又 ,考虑 c=0 的 情形 便 


知 B"(y)= 序 不 能 再 小 . 综 上 所 述 可 见 (4.2.3) 式 给 出 的 B* 是 
琅 Y) 中 使 吉成 为 小 一 重 言 式 的 最 小 Fuzzy 集 . 
由 于 公式 五 = (太一 加 ) 一 (加 3 一 加 4) 中 各 原子 公式 pi (i = 
1,……4) 是 相互 独立 的 , 即 ; 各 自 可 以 任意 赋值 ,所 以 H 当然 不 是 
用- 重 言 式 .但 由 以 上 二 例 看 出 ,只 要 适当 选取 A 的 子 集 2 ,就 可 
使 H 成 为 盖 - 重 言 式 .其 实 , 令 室 为 由 一 个 赋值 v 组 成 的 单元 素 
D= {vj ,这 里 o(p)=1l,;=1,2,- M H REED- R Pr=t. 
这 固然 是 对 的 ,但 没有 应 用 价值 , 后面 将 看 到 , 正 是 由 定义 4.2,1 
描述 的 那 类 溯 一 赋值 可 以 为 Fuzzy 推理 葛 定 逻辑 基础 .出 于 同样 
的 原因 ,我 们 需要 考虑 另 一 类 忆 - 赋值 ， 
定义 4.2.6 ÉE, E€ Z(X;),z; € X,(i =1,2,3).F = 
(E1 X E2, E3; Ef X Ef ‚E$ ) Z= (21,22,23). EX e= e(É, 
z):S—[0,1]#m F: 
plpı) =min] E, (zi), E, (z;)], 
@(pb2) = Es(zə), 
e(pbs) =mini Er (z1), E? (z>)1, (4.2.5) 
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` plpa) =E (z3), 
plp) =0, 了 = 5,6,…， 
以 zw( 天 ,元 ) 记 由 e(EFE,z)3£RR6 F(S)89 Ro 一 赋值 , 即 ,从 F(S) 
到 W 的 同 态 . 令 f 
S (E) = lo(E,z) | Z € Xi x X, Xx Kal. (4.2.6) 
AFHI X,Y,Z SI Xi, X. , 站 ,并 将 Ei 与 EY (i=1, 
2,3) 分 别 用 A,B,C 与 4*,B* C" 表示. 
例 4.2.7 设 X=Y=Z=[0,1],A(z)= 才 z,B(y)= y, 
C(z)=z2,A*(z)==<z,B*(y)= y, 88 C* € F(Z), tE 
H = (pı — b2) > (p3 > pa) (4.2.7) 
ADE)- ERA, RÆ E=(AxB,C;A"xB*,C*). 

解 设 所 述 之 CE8(Z) 由 C(z)= f(z)(zE[0,1]) 定 
M.W z=lr, y, z) u= ul E,Z), WA4.2.5A5 (4.2.7) 
ul(H) =(olpi) > vl pa)) > Col ps) — olp) 
=(min(A(z),B(y)) — C(z)) — 

(min(A *(xz),B*(y)) > C" (z)) 


= (min[|z,y] > z2) 
— (min(z,y) > f(z)). (4.2.8) 


(0,1) (1,1) 
@ a, H) 


(0.0) (1.0) 


图 4.3 
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各 图 4.3, 在 区 城中 , 示 z<z<ysmin( 二 z,y) = 二 zmin(z,y) 
=x. Xi} (4.2.8) RA 
v(H) = (过 ~ z) (z — f(=)). (4.2.9) 


任 取 =E [0,1], # z< M(4.2.0 REEF 1 当 且 仅 当 = 
迄 /(z). 满 足 此 条 件 的 最 小 f(z) 为 2e2. 若 r> ERLI 


-lre = (1-4) V z?=1 一 于 .这 时 着 zf(z),(4.2. 
9) 式 的 值 自然 等 于 1, 故 不 护 设 = > f(z), 这 时 z>f(w)=(1- 
z)V f(z).(4.2.9) 式 的 值 等 于 1 当 且 仅 当 | 


1-2 <G0 - z) V f(z). 
B5 1+0 1-2 2>1-<z,Ë ESP k3s 1- Z< (z), 6 
r> f(z=)ÉJ2F 145 
1-2 < (z) < =. 


易 证 满足 此 式 的 最 小 e)N. 
B ESSA 时 应 有 f(z) =222, 52 > 时 应 有 /=)= 
子 , 故 可 取 
flz) = min|max{227,3),1| = [2 V Eh 1 

(4.2.10) 

其 图 像 如 图 4.4 所 示 . 

ERROZ TSY min Fay) = J z,yS<z,min(z,y)= y. 

这 时 (4.2.8) 式 成 为 

vu(H) = (> z?) (y> fz). (4.2.11) 
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tB <<= ,利用 和 对 区 域 候 进行 分 别 类 似 的 方法 可 求 得 最 


小 的 f(z) 仍 由 (4.2.10) 式 确定 .最 后 在 区 域 加 中 ,min( 二 x,y) = 
min(+,y)= y. 这 时 (4.2.8) 式 成 为 
vH)= (y — z2) — (y — f(z)). (4.2.12) 

{4.2.12) 式 值 等 于 1 的 充 要 条 件 显然 是 f(z) 之 z2. 取 f(z)= 
BPTI. 

综 上 所 述 ,为 使 (4.2.8) 式 的 值 对 图 4.3 中 整个 单位 正方 形 内 
的 (z,y) 便 等 于 1, 可 将 以 上 对 区 域 中 ,人 吉 和 名 求 得 的 f(z) 取 大 即 
可 ,由 图 4.4 可 见 (4.2.10) 式 给 出 的 f(z) 也 福 足 F(z) 之 zz2. 所 以 
(4.2.10) 式 给 出 的 f(z) 就 恒 使 (4.2.8) 式 的 值 等 于 1, 即 ,使 
(4.2.7) 式 成 为 如 ( 巨 ) ~- EAA. 且 由 以 上 分 析 知 (4.2.10) 式 的 
fz) 是 最 小 可 能 的 . 


$4.3 Fuzzy 推理 的 CRI 算 法 


1. Fuzzy 推理 的 基本 思想 


Ë A 与 日 是 任 二 公式 (命题 ) , 则 MP 规划 说 由 和 与 A 一 B 
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可 得 B. 从 实用 上 看 ,MP 规则 说 ,如 果 已 知 命题 4 成 立 并 且 已 知 
若 命题 4 成 立 则 命题 B 成 立 ,那么 命题 B 就 成 立 .这 种 推理 可 写 
成 下 面 的 算式 : 


已 知 A 一 *B . 
且 给 定 A f (4.3.1) 
则 得 B 


如 果 (4.3.1) 式 第 二 行 中 的 A 与 第 一 行 “A 一 B” 中 的 A 不 同 , 比 
如 把 第 二 行 中 的 A 换 为 A*, 则 得 一 待 完成 的 算式 ; 


已 知 4 一 也 
HSE A* (4.3.2) 
求 B” 


从 经 典 逻 辑 的 观点 看 , (4.3.2) E 4 335 128 55 38 25 B9 a, IB 
为 4* 不 是 A, 而 A,B,4* 等 又 都 是 纯 形 式 的 符号 ,MP 规则 不 
能 用 ,也 没有 别 的 什么 法 则 可 用 来 解决 这 一 问题 .但 是 当 给 A.B, 
4“ 等 赋予 某 种 实际 意义 并 从 而 可 以 考虑 4,4* ,也 等 的 运算 以 
及 A* 与 A 是 否 相 近 时 ,是 有 可 能 给 出 (4.3.2) 中 B * 的 求法 的 . 
事实 上 ,这 正 是 Fuzzy 推理 要 解决 的 问题 .这 时 AA,A "与 孔 ,日 "分 
别 是 某 非 空 集 义 与 Y 上 的 Fuzzy $, EA X s Y 到 [0,11 的 映 
射 .Fuzzy 推理 有 多 种 不 同 的 形式 (参看 [10,24 一 27」) ,Zadeh 的 合 
成 推理 方法 ,简称 CRI 方法 (Compositional Rule of Inference) 是 最 
有 代表 性 的 一 种 .其 基本 思想 是 : 

DE A,B, A 以 及 待 求 的 BB' 都 用 Fuzzy 集 来 表示 ,如 ,和 A， 
A*EF(X),B,B' EF(Y). 这 时 表示 各 Fuzzy 命题 的 符号 A, 
B,A* ,B" 等 就 不 再 是 纯 形式 的 符号 了 ,对 它们 就 可 以 进行 运算 
了 (参看 文献 [28]). 

DEAA A-B 转化 成 一 个 六 XY 上 的 Fuzzy 关系 R , Bp 
转化 成 映射 R: X x Y—[0,1]. Zadeh 用 的 只 由 第 二 章 中 介绍 过 
HAMAT R, ÆR: 

R(z,y)= R;z(A(z),B(y)) 
= A(z) V (Alz) A Bly). (4.3.3) 
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也 ) 把 给 定 的 4*(《 即 输入 ) 与 第 iH PA Fuzzy 关系 R 作 合 
成 即 得 输出 B* = A * ° R. Zadeh 的 合成 算法 是 : 
~ B"*(y)= supl A * (z) A R(z,y)] 
= supl A * (z) A Rz(A(z),B(y))]. (4.3.4) 
即 . 
B* (y) =supf A" (z) A [A (z) V - 
(Alz) A Bly) liy € Y. (4.3.5) 
简单 地 说 ,CRI 算法 的 基本 思想 是 :用 Fuzzy 集 表示 Fuzzy 命 
B PUELLA Fuzzy 关系 ,然后 将 输入 与 Fuzzy 关系 合成 即 
得 输出 .在 上 面 的 算法 中 Fuzzy 关系 R 是 由 Zadeh HAMAT R; 
生成 的 ,自然 也 可 以 考虑 由 其 它 蓝 涵 算 子 如 Mamdani 算 子 Ru. 
Łukasiewicz 算 子 Ri 、 标 准 序列 逻辑 算 子 Rer、Gedel 算 子 Re、 
Kleene-Dienes 算 子 Rimp 或 我 们 的 蓝 涵 算 子 只 等 来 生成 Fuzzy 关 
# R. 
例 4.3.1 Æ(4.3.2) PH A,A” € F(X),BE Z#(Y),X = 
Y=[0,1], 


A(z)= Z+1,g(y) = 1- y,A* (z) 
_ 1 r€ X.y € Y, 
用 Zadeh 的 CRI 方法 求 B* (€ #(Y)). 
解 由 (4.3.5) 式 得 


B'O) = gp -2 


易 证 当 x 之 士 时 1 i 
2- 


tig 
+ J 
= š 


pfa -aA A Í 
=supÍ(1 — z) V[( —>)A(1- y)]! 
>27 


“114° 


sup z v (##1 A G-))]| 
w: 252l- 3 (4.3.6) 
由 此 得 B* (y) = 三 . 


例 4.3.2 设 X,Y 同 上 例 ,4A(z)7=z， BO)= 0,A*(z)= <=, 
按 Zadeh 的 CRI 方法 求 B*. 


解 Rz(A(zx)， BGD (1-2) (z A0=1- =, WU 
B*(y) = Sop Lz A (1-z)] = >, y€[0,1]. 


例 4. 3.3 RAB A’ 同 例 131m R(z,y) 由 
Łukasiewicz HAMAT R ÆR, K B*. 


解 这 时 R(x,y)= R. (A(rz),B(y)) 
=(A (z=)+B(y))A1 


-PSZ+Ga->]AL 
所 以 由 (4.3.4) 式 (把 R; 换 成 RL, ) 得 


B * (y) = ,EHP (1 一 工 ) 人 = 


E+(1-y)| Jaa] 


3 - y, y>2, 
-ea ” 723 


1, IKF- 
例 4.3.4 A,B, A* 仍 同 前 ， fE R Ë Mamdani EF Ru 
生成 , 求 B*. 


(4.3.7) 


W BOS gp AO oana- 
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当 > 二 时 1- < 了 |， 


sgl -A A 


-anld - 2) A (1— y)! 
122 


1 +1 
3 z< 1- > 
sp a-z) A Zl A A (1-3) 
= ln 1- 
= sup] ( »)| 
=Å A-7). 
所 以 
1 1-— y, y>, 
B*(y) = y A (1-5) = 1 1 (4.3.8) 


由 以 上 几 个 例子 看 出 , 对 于 同一 组 给 定 的 A.B A", 
(4.3.2) 中 的 B* 会 因为 采用 不 同 的 算 子 生成 的 RR 而 有 很 大 差别 . 


2.CRI 方法 的 一 般 形式 


(DFuzzy 推理 与 Fuzzy 控制 


Fuzzy 推理 是 Fuzzy 控制 的 理论 基础 .如 图 4.5 所 示 , 设 S 是 

某 系 统 ,了 和 O 分 别 是 系统 S 的 输 人 与 输出 ,假设 O* 是 标准 的 预 

期 的 输出 ,实际 输出 O 可 能 与 O* 有 偏差 ,或 称 误差 , 记 为 4 ,并 

以 B 记 误差 随时 间 的 变化 率 .那么 就 应 当 根 据 A 与 B 的 大 小 去 

对 输入 了 进行 调整 以 使 调整 后 的 输出 O 尽量 与 标准 输出 O* 一 
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致 .以 C 记 根 据 A 与 B 的 大 小 而 对 I 作出 的 调整 量 , 则 C 是 A 与 
B 的 函数 ,C= pg(A,B). 在 一 般 控 制 理论 中 这 个 函数 p 是 起 关键 
作用 的 .但 对 某 些 系统 S 而 言 这 个 函数 gp 很 难 求 得 或 者 是 未 知 
的 ,这 时 可 以 考虑 如 下 的 变通 方法 ,假定 有 某 位 或 某 几 位 对 系统 S 
的 工作 情况 很 熟悉 的 专家 ,他 或 他 们 掌握 了 若 于 条 典型 情况 下 调 
E C 的 算法 ,比如 
f # Ai 且 B, 则 C, 
# AH B 则 C, 
¿eeseeassaasscsassassaaeessssssas > (4.3.9) 
# 4, 且 B, Jj C, 
这 时 过 到 一 种 偏差 A* 及 偏差 变化 率 B* ,这 里 的 4 “与 B" A EJ 
”于 (4.3.9) 中 的 任 一 组 A; 与 B.(i=1,…,n), 问 应 当 采 取 什 么 样 
的 调整 重 C*? 如 果 用 类 似 于 (4.3.2) 式 的 形式 写 出 这 一 问题 ,就 
得 到 : . 1 
已 知 A, 有 Bi 一 Ci i 


A, HB, —*C, - (4.3.10) 
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这 就 是 Fuzzy 推理 的 任务 ,或 者 说 由 (4.3. 10) 式 机 线 以 上 的 部 分 
去 求 C* 的 过 程 叫 Fuzzy 推理 . 这 里 之 所 以 用 “Fuzzy 推理 这 个 
词 ,其 原因 如 下 ;一 般 误差 及 其 变化 率 都 是 普通 实数 ,为 了 可 以 使 
用 CRI 方 法 ,通常 通过 某 种 Fuzzify 方法 ,把 它们 Fuzzy 化 为 Fuzzy 
集 . 这 样 各 Ai,Bi 与 A ,B” 就 都 是 Fuzzy 集 ,而 各 专家 必 目 中 相 
应 的 控制 量 C, 也 都 是 Fuzzy 集 ,最 后 算出 的 C * 也 是 Fuzzy 集 , 真 
正 使 用 这 个 C* 时 还 须 经 过 Defuzzify 的 去 Fuzzy 过 程 ,把 C' 转 化 
为 普通 实数 去 调整 输入 工 所 以 人 们 把 这 种 推理 叫 Fuzzy 推理 . 而 
基于 这 种 推理 的 控制 就 是 Fuzzy 控制 .在 图 4.5 中 为 了 说 明 Fuzzy 
控制 的 机 理 我 们 把 控制 框图 C 画 得 很 大 ,实际 上 它 与 系统 S 相 比 
是 非常 小 的 装置 . 


四 Fuzzy 推理 的 一 般 形 式 


Fuzzy 推理 还 可 以 具有 比 (4.3.10) 式 更 为 一 般 的 形式 . 比如 ， 
当 不 只 需要 考虑 误差 变化 率 还 需要 考虑 误差 对 时 间 的 二 阶 导 数 
时 ,已 知 条 件 就 具有 这 种 形式 : 
已 知 A; HB, EC: —D, 
给 定 的 数据 自然 也 就 是 三 元 组 (A* ,B,C*) 了 .更 为 一 般 的 形 
式 是 


和 


A, :A B, (4.3.11) 


易 见 (4.3.10) 式 是 (4.3.11) 式 在 m =2 时 的 特殊 情形 ,而 
(4.3.2) 式 则 是 (4.3.11) 式 在 m = n =1 时 的 特殊 情形 了 . 


加 两 种 基本 类 型 的 Fuzzy 推理 及 其 解法 


先 介绍 第 一 种 基本 类 型 的 Fuzzy 推理 ， 
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当 n=1 了 时 ,(4.3.11) 式 成 为 
已 知 A, sAm ~B 
且 给 定 A"; A, ° (4.3.12) 
求 B* I 
这 时 仍 可 用 CRI 方法 去 求解 B* .方法 是 :分 别 用 X Xa 与 Y 
上 的 Fuzzy 集 表 示 命题 A1…, An 与 BA ,…, An 与 B*), 只 
须 把 Ai An 与 Ai A, DAAR, He A = Ar... X 
A, A SAL XX Am” M A SARE XXX XXa 上 
的 Fuzzy 集 ,而 (4.3.12) 式 就 转化 成 了 (4.3.2) 式 ,从 而 可 用 那里 
的 CRI 方法 去 求解 , 
例 4.3.5 考虑 (4.3.12) 式 中 m =2 的 情形 . 设 
X =[0,11,X,=[0,1], Y= [0,1), 
A € Z(X,),A;€ Z(X,),B€ F(Y), 
AE FCX, A € Z(X,), 
Ai(z)=}z,A(y)=y,B()= 2, 
Ai (z)= z, A," (y)=y. 
试用 CRI 方法 求 (4.3.12) 式 中 的 B * ,但 R HAHET R 生成 . 
# ATAXAN A =A "XA, MWA, A*EF(Xx 
X2)， 
A(xz,y) = min[2.>), A* (zx,y) = min(z,Y). 


由 (4.3,4) 式 得 
B*(z) = stp ,x {A*(x,y) A Ro(A(z,y),B(z))}, 


即 
B*(z) = 


min(x,y) A m[=is[ 2,2) „z? . 
(4.3.13) 


对 一 个 固定 的 z€ Y EXXX 分 成 两 个 区 域 Di(z) 与 D(z) 
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Su 
(sekx, 


WTF: 
， (4.3.14) 


Di(z) = |(z,>) 


min[ Z sy )< z 
= 
2 (4.3.15) 


` D,(z) = (ew) mn 人 ,> 22| . 

在 Dilz) E 
M(z)= S (5) min(z,y) A Ro [min[2,>), 2) 
wh: w minl, y). (4.3.16) 


设 =>1 g x 之 好 , 则 (1,1)E Di(z), 那 么 由 (4.3.16) 知 M(z) 


=1, 设 22< 志 , 则 由 (4.3.14) 知 Di (z)'E 8 (z,y) BE a 2 < 


z H| z<2x2 或 y 狼 于 ,这 时 由 (4.3-:16) 式 知 M(z)= 2. BZ, 
当 (z,y)E Di(z) 时 


1, z>% 
M(z)= 4, (4.3.17) 
I z, z <”, 


在 Da(z) 上 ,由 2?<min( Z y) < RU. 31DA 


N{z) = 


. [= 2 
a UD O min(z,y) Á Ro [min [ 2 ,jz ) 


=. $B o mila) A [(1- mia[2,>)) V e] 


[mintz a [i - 2)v a >]. 


T izpe hiz) 
m 
N(z) T aE oll AzAh (1 -号 
V [z Ay A a-y]. 
由 于 了 人 AyA(1- y) 多 到 恒 成 立 ,而 D,(z)Z @B,D,(z)'h 
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(zy) 使 =AyA(1- 壹 )>> 计 (如 z=y=1 时 就 行 ), 所 以 


N(z) 一 ob Nz N 4 z). f 
又 , 当 D,(z)Z @W4E Ds(z) 中 可 令 y=1 以 使 上 式 尽 可 能 地 大 ， 
所 以 


N(z) = sup [zx A (1-3): 
Tae TE EEEO 3. #y < 


2 <1 nt > 之 .这 时 x>1- 瑟 ,所 以 


_— =) _ =) 1.2 
alea ü z) spl! 3 1 — >°, 


从 而 当下 二 zz< 寺 时 N(z)=(1- 22). 最 后 , 当 > Dale) 
-和 sp[aa(1-4)]=o ma | 
| ` 
N(z) = 31 — 22, 3 <, < 2 (4.3.18) 
再 由 B*(z)=M(z)VN(z) 和 (4.3.17)、(4.3.18) 两 式 并 注意 
s < 2 22<1-z2,z2< 雪 便 得 
' z>% 
B* (z) = 31 — 2°, 3 < 2 (4.3.19) 
2, <. 
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现在 介绍 第 二 种 基本 类 型 的 Fuzzy 推理 , 考虑 (4.3.11) 式 中 
m = 1 的 情形 , 即 


已 知 Ai Bi 
A, B, (4.3.20) 
RSE A“ 
求 B” 


这 时 如 果 还 要 使 用 CRI 方 法 的 话 , 那 么 有 通常 两 条 路 可 走 . 其 一 
是 把 输入 AA* 分 别 与 ,一 B; 相 作用 ,有 即 


已 知 A; B; . 
且 给 定 4* (4.3.21) 
* B; * i=l, "n. 


这 可 以 用 前 述 的 CRI 方法 去 解决 ,然后 把 所 得 的 n 个 中 间 结 果 
B1* ,…,B，* 以 某 种 方式 聚合 aggregate) 为 一 个 最 终结 果 B* ,J. 
Buckley 5 Y. Hayashi 把 这 种 方法 称 为 FITA, 即 First Infer Then 
Aggregate, 也 就 是 先 推理 后 聚合 . 另 一 途径 是 先 把 n 条 已 知 规则 
聚合 为 一 条 超 规则 A-> 马 ,然后 像 对 (4.3.2) 式 那样 进行 推理 , 求 
得 最 终结 果 B J. Buckley 与 Y. Hayashi 把 这 种 方法 称 为 FATI， 
即 First Aggregate Then Infer, EA EARS H. 注意 FITA 
5 FATI 中 的 A 虽然 都 表示 聚合 ,但 在 FITA 中 被 聚合 A NRS 
的 是 中 间 结 果 B1* ,…,B,“ ,而 在 FATI 中 被 聚合 A 所 聚合 的 则 
En RAN A B, A B ,它们 的 涵 意 是 不 同 的 (参看 文献 
[29]). 另 外 ,关于 聚合 ,常见 的 有 采取 交 运 算 或 并 运算 的 方法 . ` 
被 育 合 的 是 推理 规则 时 ,这 里 所 说 的 交 或 并 是 作用 于 这 些 规则 转 
化 成 的 那些 Fuzzy 关系 R; 上 的 (i =1,…,n). 以 FATI 38], rE 
合 被 理解 为 取 交 , 则 由 (4.3.4) 即 得 (4.3.20) 式 中 B" 的 求法 : 
B*(y) = sp[A"(z) AARi(z,y)], (4.3.22) 
这 里 Ri(z,y) 是 由 某 蕴涵 算 子 ,比如 Rz 所 生成 : 
| Ri(z,y) = R;e(A,(z),B;(y)),i = Lyra. 
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而 如 果 采 取 FITA 方法 , 则 由 (4.3.4) 得 ` 
B"(y) = À {sugLA" (z) A R,(z,y)]]. (4.3.23) 


当 把 聚合 理解 为 取 并 时 ,把 (4.3.22) 与 (4.3.23) 中 的 入 换 为 
就 得 出 了 另外 两 种 方法 (参看 文献 [26]). 

除 以 上 介绍 的 FITA 与 FATI 两 种 方法 而 外 ,还 有 通过 衡量 
A" 5 A, 间 的 距离 并 让 A “激活 " 那 n 条 规则 中 前 件 与 人 "最 
接近 的 一 条 或 数 条 规则 ,然后 求 B" 的 方法 ,有 兴趣 的 读者 可 参看 
文献 130] | 


3.Fuzzy 推理 的 数学 本 质 


QD 推理 与 映射 


我 们 以 (4.3.10) 式 为 例 分 析 一 下 Fuzzy 推理 的 数学 本 质 . 设 

A... A, BARE X EA Fuzzy Æ, Bi, By 与 B* 都 是 Y 

上 的 Fuzzy 集 ,C1,…,C, 与 C* 都 是 Z EH Fuzzy 集 . 分 别 用 s/,2 

和 名 表示 儿 (X), FC(Y) 和 ZCZ), 则 

A*,A € # B* ,BE B,C ,C, € @¿ = 1,.,n. 
再 今 
3 = (A1 B1) s (An Br) l 
则 
29 C w x 9, 
在 (4.3.10) 中 ,已 知 (A;,B;) 时 就 有 确定 的 C, 与 之 对 应 ,如 果 
(A,,B;) = (A;B) 8 C, = C,1< i, < n. 

(4.3.24) 

那么 (4.3.10) 中 实际 上 是 已 掌握 了 定义 在 有 上 的 映射 po: 27 

一 名 ,这 里 o ((A;,B;))= Ci (i=1,…,n). 因 为 po 的 定义 域 只 

是 有 限 的 序 对 之 集 9 ,任意 给 定 的 序 对 (4 * ,号 ") 自 然 一 般 不 在 9 

中 ,但 (A* ,BE 双 Xx 胃 .在 (4.3.10) 中 就 是 要 在 已 知 po 的 情 
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况 下 ,对 wfx APER CA” , B * ) 确 定 与 其 对 应 的 C "来 .这 实际 
上 是 要 寻求 或 制作 一 个 映射 o: AxA é 可 见 (4.3.10) 所 反映 
的 Fuzzy 推理 的 数学 实质 是 : | 

已 知 定义 在 f x 39 BCS ER 3 9 上 的 映射 po: 9 一 ,要 
求 一 个 定义 在 整个 x x BEERE gq: x 3 — E 

因为 一 般 不 对 p 提 什 么 要 求 ,所 以 求 o 的 方法 太 自 由 了 ,其 
至 随便 取 一 个 从 sf x BA ERRED g 都 可 以 .这 也 正 是 当前 
见 到 的 Fozzy 推理 方法 五 花 八 门 的 原因 所 在 .如 果 要 求 p 在 多 上 
与 go 一 致 , 即 要 求 

p(Ai,Bi) = CG, i= 1,n (4.3.25) 

成 立 , 则 p 显然 是 qo 从 多 到 整个 空间 wf x 邹 上 的 一 个 延 拓 .而 把 
定义 在 x 窗 的 有 限 子 集 仿 上 的 喘 射 向 全 空间 延 拓 仍然 是 可 以 多 
种 多 样 的 . 


加 推理 的 相 窜 性 


当 条 件 (4.3.24) 成 立时 , 称 原始 推理 规则 组 14, EB; >G li 
=1,…,n} 是 相 容 的 或 无 矛盾 的 . 当 求 得 的 p 满足 (4.3.25) 时 , 称 
相应 的 Fuzzy 推理 是 相 容 韵 .由 以 上 分 析 看 到 ,只 要 原始 规则 组 相 
容 , go 就 存在 ,那么 延 拓 2 也 就 存在 , 即 (4.3.25) 成 立 .所 以 我 们 

命题 4.3.6 ”如 果 原 始 规 则 组 相 容 , 则 惜 可 使 Fuzzy 推理 相 
R. 

这 里 不 论 是 先 推理 后 聚合 还 是 先 聚 合 后 推理 , 即 不 论 采取 
FITA 还 是 FATI, 都 是 在 求 p. 


图 FITA 与 FATI 的 数学 本 质 


关于 FITA. 把 每 条 规则 “ 若 A. B.B, 则 C;” 都 转化 为 一 个 映射 
pi: Ax B6 令 人 二 AX 久 xX%, 则 一 个 规则 就 是 0 中 的 一 个 点 . 
令 A4={7: Ax AE ly ER, U EREE EEEE T 
映射 l 
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&0—A (4.3.26) 
使 pi=&(Ai,Bis Ci)(i=1,…,n). 代 人 已 给 定 的 输入 A*,B*, 
RCG, * = g; (A * , B * ). 至 此 “First Infer "完成 . A F h “Then 
Aggregate" 实 际 上 是 作 一 个 映射 
p: F — F. (4.3.27) 
”最 后 就 得 到 
C* = 0(C,",: Ca"). (4.3.28) 

关于 FATI. 先 把 前 述 的 映射 pe( 即 n 条 规则 ) 率 合 为 一 条 超 

规则 “车 A H B 则 C”. 这 实际 上 是 在 作 一 个 映射 

E |R, (4.3.29) 
再 把 超 规则 ( 即 0 中 的 一 个 点 (4A,B,C)) 按 (4.3.26) 式 转化 为 A 
中 的 一 个 映射 p. g= Eg (Ar, Br, CT) (Ans Bn Ca) ). RATE 
A',B* 代 人 g 即 得 C*=gtA”,B*). > 

因为 从 (4.3.26) 式 到 (4.3.29) 式 的 映射 都 可 适当 选择 ,所 以 
不 论 FITA 还 是 FATI, 总 可 以 是 相 容 的 ,只 要 原始 规则 组 无 矛盾 
即 可 . 

前 面 已 经 说 过 ,当前 的 Fuzzy 推理 方法 是 五 花 八 门 的 ,这 不 等 
于 说 Fuzzy 推理 是 随心 所 和 欲 的 .事实 上 ,各 种 Fuzzy 推理 都 有 其 实 
际 背 景 , 可 以 说 是 在 一 定 程度 上 各 种 Fuzzy 推理 都 是 针对 某 类 控 
制 的 需要 而 试 出 来 的 . 这 里 Fuzzy 推理 的 实用 是 第 一 位 的 ,而 其 数 
学 严谨 性 则 是 第 二 位 的 . 或 许 这 正 是 当前 的 Fuzzy 推理 尚未 与 
Fuzzy 逻辑 成 功 地 结合 的 原因 吧 . 不 过 在 下 一 节 中 我 们 尝试 给 出 
一 种 这 样 的 结合 . 


84.4 Fuzzy 推理 的 三 I 算法 


在 上 一 节 我 们 已 经 看 到 , Fuzzy 推理 的 数学 本 质 是 根据 定义 
在 一 个 集合 x 的 有 限 子 集 (其 至 是 单 点 集 ) 上 的 映射 去 求 一 个 定 
义 在 sf 上 的 映射 .如 果 要 求 Fuzzy 推理 是 相 容 的 ; 则 上 述 推理 实际 
上 是 在 作 喘 射 的 延 拓 . 这 种 延 折 可 以 是 多 种 多 样 的 , 究 竞 采取 什么 
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样 的 解法 取决 于 实际 应 用 的 需要 ,而 不 是 由 纯 数 学 的 观点 去 裁定 . 
但 这 并 不 是 说 Fuzzy 推理 对 其 自身 的 数学 合理 性 并 不 关心 . 如 果 
能 将 实用 性 与 数学 合理 性 兼顾 起 来 , 自然 是 一 件 有 意义 的 工作 .在 
本 节 中 我 们 就 给 出 一 种 新 的 数学 方法 ,叫做 三 I 方 法 .从 一 定 的 角 
度 去 看 它 是 严格 的 ,同时 其 计算 结果 又 与 Zadeh 等 人 的 CRI 方法 
的 计算 结果 相近 ,甚至 还 是 他 们 结果 的 改进 ,这 就 使 我 们 的 新 方法 
有 了 实际 应 用 上 的 背景 .然后 在 下 一 节 中 ,我 们 再 把 这 种 三 [33 
纳 人 人 逻辑 的 框架 中 .我 们 着 重 讨论 Fuzzy MP 规则 , 至 于 Fuzzy 
MT 规则 我 们 待 § 4.5 将 上 述 方法 推广 到 更 为 一 般 的 情形 ,引入 并 
讨论 命题 之 间 的 支持 度 理 论 之 后 再 作 讨 论 . 所 以 以 下 先 讨 论 三 1 
MP 规则 ,简称 三 I 规则 , 以 后 将 Fuzzy Modus Tollens 全 称 为 三 I 
MT 规则 以 作 区 别 . 


1. Fuzzy 推理 揭 三 工 算 法 


我 们 着 重 考虑 最 基本 的 Fuzzy 推理 , 即 (4.3.2) 式 : 
已 知 A B 
且 给 定 A* 
求 B* 

像 通常 那样 , 设 A,A*"E€ F(X),B,B*EF(Y), 即 ,把 各 命题 都 

表示 为 Fuzzy 集 .这 时 所 谓 “ 已 知 A 一 B" 是 什么 意思 呢 ? Zadeh 等 

人 把 它 转 为 成 了 一 个 Fuzzy 关系 R(z,y), 这 里 

R(z,y) = Rz(A(x),B(y)), (z; € X x Y, 

(4.4.1) 

R; 是 Zadeh B 38 3839 -F(qEEP RE RR E NAMAT). 既然 Rz 是 

蕴涵 算 子 ,(4.4.1) 式 就 从 整体 上 对 各 种 可 能 的 > 和 yy Fk T A 

AAB 的 程度 . 从 这 个 意义 上 讲 , 用 (4.4.1) 式 中 的 Fuzzy 关系 

R(xz,y) 去 代表 已 知 条 件 A 一 B 是 合理 的 .但 遗 念 的 是 CRI 方法 

没有 澡 着 这 条 思路 走 下 去 , 它 只 使 用 了 一 次 推理 的 转化 ,只 使 用 了 

一 次 Inference. 当 给 定 A* 去 求 BH, EREE A >B' 及 其 

与 AB 之 间 应 有 的 关系 ,而 是 简单 地 让 A* 与 R 去 复合 (Com- 
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positiona] Rule) 以 求 得 B * .我 们 不 妨 把 这 种 只 转化 了 一 次 推理 的 
方法 叫 " 单 了 方法 ”其 实 ,只 要 继续 一 开始 的 想法 ,考虑 RLA” (z), 
B*(y)) 就 可 得 出 看 来 更 为 合理 的 算法 .这 里 由 于 B" 是 待定 的 ， 
Rz(A "(xz),B"(y)) 也 就 是 待定 的 , 它 反映 了 由 A* 得 出 B* 的 
整体 情况 .这 种 情况 由 何 而 来 呢 ? 自然 是 由 Rz(A(z),B(y)) 而 
来 ,确切 地 说 , Rz(A*(z), B*《y)) 与 已 知 条 件 Rz((A (x), 
Bl(y)) 之 向 应 当 满 足 最 大 可 能 的 蕴涵 关系 , 即 下 式 
R,(A(z),B(y)) — R;(A*(z),B*(y)) 
， 的 值 越 大 越 好 ,上 式 也 可 写成 
R;(Ry(A(z),B(y)),R;(A*(z),B*(y))). (4.4.2) 
如 果 不 限 于 考虑 Zadeh 的 蕴涵 算 子 Rz 并 于 脆 用 -> 表示 一 般 蕴涵 
运算 , 则 上 式 可 写 为 
(A(z=)—B(y)) >+(A*(z)— B*(y)). (4.4.3) 
这 时 要 求 的 B* 应当 对 一 切 可 能 的 z 和 y 使 (4.4.3) 式 取得 最 大 
值 .这 种 B* 是 很 多 的 ,比如 ,只 要 蕴涵 运算 一 满足 当 asb 时 a 一 
b 二 1, 则 令 B* 为 乡 (Y) 中 便 取 值 1 的 最 大 Fuzzy 集 , 则 (4.4.3) 式 
就 对 一 切 z 与 y 都 取 最 大 值 1. 但 这 种 B* 显 然 是 不 合用 的 , 它 未 
提供 有 用 的 信息 .所 以 我 们 要 求 BÆ F YPE. DERE 
大 值 的 最 小 Fuzzy 集 , 由 于 (4.4.3) 中 含有 三 重 曹 涵 运 算 , 我 们 把 
上 述 方法 称 为 HI 方法 或 三 I 方 法 .确切 地 讲 , 我 们 有 以 下 的 三 I 
MP 规则 : 
三 I 规则 4.4.1 设 A,A*EZI(X),BE ZF(Y), 则 (4.3.2) 
式 中 的 B* 是 多 (Y) 中 使 (4.4.3) 式 取 最 大 值 的 最 小 Fuzzy 集 . 特 
别 当 蓝 涵 算 子 一 满足 条 件 “ 当 aS 时 4 一 b=1” 时 ,B* 是 (YY) 
中 使 (4.4.3) 式 的 值 但 等 于 1 的 最 小 Fuzzy 集 . 
那么 规则 4.4.1 中 提 到 的 (4.4.3) 式 的 最 大 值 是 多 少 ?ZF(Y) 
中 使 (4.4.3) 式 取 最 大 值 的 最 小 Fuzzy 集 是 否 存 在 ? 我 们 有 下 面 
的 分 析 : 
以 玉 z,y) 记 zy(z,yE[0,1]) ,一 般 都 要 求 f(z,y) 关 于 
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y ERKA, Bl y Syt fle, nS, y) 可见 (4.4.3) 式 
的 最 大 可 能 值 是 | 
M(z,y) = (A(z=)— B(y)) = (A * (z) — 1). 
o (4.4.4) 
KURS N E H a< 时 a 一 b=1” 时 ,对 任何 (xz,y) 都 有 
M(xz,y)=1. 9(Y) 中 除 最 大 Fuzzy 集 1 之 外 ,可 能 还 有 和 较 小 的 
Fuzzy 集 也 使 (4.4.3) 的 值 等 于 M(z,y), 暂 且 称 儿 (Y) 中 的 这 种 
Fuzzy 集 为 “好 集 ”. 如 果 f(x,y)= z— y 是 右 连续 的 , 则 可 证 若干 
好 集 的 交 仍 为 好 集 , 从 而 规则 4.4.1 中 的 那个 最 小 集 的 确 存在 . 
即 ,下 面 的 命题 成 立 ; 
命题 4.4.2 i /(z,y)=x—y. 
DMR f(z ,y) 关 于 y 是 增 济 数 , 唱 关 于 固定 的 A(x),B(y) 
各 A*(z),(4.4.4) 式 中 的 M(z,y) 是 (4.4.3) 式 当 B* 变 动 时 的 
最 大 可 能 值 ， 
DME flr, AF y 还 是 右 连续 的 , 则 FY) PHARD 
好 集 日”. 
证 RINE i. R 
2 = |B; 1 B, € KY), B; 是 好 集 | , 
则 由 1€ gi giS. mE ay) W 34 BiE 2, 
(Als) — B(y)) > (A (x) — Bi(y)) = M(2,y). 
(4.4.5) 
令 
B* =A 1B1BER. (4.4.6) 
则 必 有 某 io të B" (y)= B, (y), AT 
(A(z=)— B(y)) > (A*(z)— B*(y)) = M(z,y). 
(4.4.7) 
内 为 反之 , 则 胸中 有 B, ,B: 使 
B*(y) = lim B, (y). 
因为 B, (y)>B"(y), 所 以 上 式 表明 B° (y)36 1 B, (y) BAR 
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限 .由 f(z,y)=z->y 关于 y 右 连续 以 及 (4.4.5) 式 当 ;i= 时 成 
立即 得 (4.4.7) 式 * 即 B* 是 好 集 , 从 而 有 加 使 B* (3?)= B, (y), 
矛盾 .由 (4.4.6) 式 知 B* 是 (了 ) 中 最 小 的 好 集 . 
当 f(z,y) 满 足 命题 4.4.2 的 两 个 条 件 时 ,可 以 根据 规则 
“4.4.1 去 求 B°. 
算法 4.4.3 (基于 Zadeh WEAF R, 的 三 1 算法 ) | 
B" (y) = sp ÍA*(z)A Re(A(z),B(>y))],y € Y, 
RABOD 
| (4.4.8) 
这 里 
E, = fx © XI (A*(2)Y < R;(A(z),B(y))1. 
(4.4.9) 
证 设 f(z,y)=Rz(z,3), 则 flr, yM EAE 4.4.2 的 两 
个 条 件 ,从 而 可 以 使 用 规则 4.4.1 ER B* .我 们 的 目的 是 要 求 出 
当 (Y 了 ) 中 的 最 小 B” 以 使 (4.4.2) 式 取得 最 大 值 . 由 Zadeh 算 子 的 | 
定义 知 (4.4.2) 式 的 值 为 
(R.(A(z),B(y)))° V [R;y(A(z),B(y)) A 
R;(A*(z,),B*(y))]. (4.4.10) 
这 里 设 y,4A,B, 与 4" 都 已 固定 ,要 求 对 一 切 可 能 的 x, B * (y) 能 
使 (4.4. 10) 式 的 值 最 大 , 因为 y EAE, 为 蔬 写 简便 起 见 , 以 
M(xz) 记 Rz(A(z),B(y)), 则 (4.4,10) 式 可 写 为 
M(x) V [M(=z) A R,(A"(z),B*(y))]. (4.4.11) 


IR z Ë M'(z)22M(z),ÑI M(z)< ,NI(4.4.11)5t8F 40 
XM (z). AH B" (y) FH 8, (4.4.11) 式 是 否 取 最 大 值 与 
B"(y) 的 值 无 关 .如 果 M'(z)<M(z), 即 M(z)> 去 , 则 由 分 配 


律 知 (4.4.11) 式 可 化 为 
M(x) ALM (z) V R(A* (z), B OD] (4.4.12) 
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其 最 大 可 能 值 为 M(xz), 可 于 
Rz(A* (z), B*(y)) 
=(A*(z=)) V [A*(z) A B"(y)] 
ZM(z) (4.4.13) 
时 达到 . 
DH rE, MCA" (xz)) 之 M(z), 则 上 式 的 成 立 对 BY (y) 
KEIER. 
D zEE,. 则 (4.4.13) 式 等 价 于 
A"(z) A B*(y) > M(z). (4.4.14) 


G, = Iz € E, | A” (z) 2 M(z)l, 
= [z € E, ! A* (z) < M(z)|, 
N E, = G,UH,.#& z€ G,,W A“ (z)2ZM(xz),JWIH(4.4.14) 
知 应 有 B*(y)22M(z). tB B| S fE B"(y)22A"(z)A M(z). 
Ë EH, W A" (z)< M(x).(4.4.14) Ç EL S W ERE. 这 时 
(4.4.12) 式 与 Rz(A* (zx),B*(y)) 同 时 取得 最 大 值 ,为 此 可 令 
B*(y)ZA * (zx). 这 也 可 写作 B* (y)Z2A * (z) A M(z). 
综 上 所 述 并 注意 B* 应 是 9(Y) 中 具有 上 述 人 性 质 的 最 小 
Fuzzy 集 便 得 (4.4.8) 式 . | 
例 4.4.4 BX, Y,A, B, A” BB 4.3.1,. RAI 4.4.3 求 
B*. 
解 由 (A*(z)) = z, Rz (A (z), B(y)) = 252 v 
(Faa - D) 
S| etn 3 Ev (E na- »))}. 
由 <ER <E h EHAO- z< E z<1-y. 


FA E= | ze oe z< Rz(A(z), 
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B(y))> 去 , 目 这 时 1 >2 王 > 王 二 .所 以 
a-a) A [sv (A a-»)] 


B*(y)= sup 
-anzz _ 2 
3 Y 
这 与 例 4.3.1 算出 的 结果 一 致 . | | 
例 4.4.5 WX,Y,A,B 5A"Y51004.3.2 13445 4.4.3 求 
B*. 
解 由 R,(A(z),B(y))=1- x#8 
E, = {x € [0,1] | (A“(z) <1~ z} 
= jz € [0,1I] I! 1—<x <1- zx| = Ø. 
所 以 
B” (y) = 0,y € [0,1]. 

注 4.4.6 将 (4.4.8) 式 与 (4.3.4) 式 比较 看 出 , 按 三 工 算法 
4.4.3 求 得 的 B* 小 于 或 等 于 按 Zadeh 的 CRI 算 法 求 得 的 B* , 因 
而 从 寻求 {YY) 中 的 最 小 B* 的 意义 看 ,三 I MP 算法 4.4.3 较 
Zadeh 的 CRI 算 法 为 优 .将 例 4.4.4 和 例 4.4.5 分 别 与 例 4.3.1 
和 例 4.3.2 对 比 也 看 出 了 这 一 点 .今后 称 算 法 4.4.3 为 Zadeh 型 
三 TMP 算法. . | 

现在 讨论 基于 三 I 规则 4.4.1 且 其 中 RAAME +. Ro 时 
B* 的 算法 . 

算法 4.4.7 (R, 型 三 了 算法 } 
B*(y) = 于 14 (e) A R (A(z),B(y))!. 


(4.4.15) 
这 里 E, 仍 由 (4.4.9) 确 定 ,只 是 其 中 应 将 R, 换 为 Ro, 即 
E, = {x € X 1 (A*(z=)) < R(((AA(z),Bú(y))!. 

. (4.4.16) 


B* 就 是 使 (4. 4.3) 式 等 于 1 的 8(Y) 中 的 最 小 Fuzzy 集 . 
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证 首先 证 明 对 多 中 任 一 固定 的 点 a 和 任 一 yEY 了 ,由 (4.4. 
15) 式 确定 的 B' 满足 

Ro(A*(a),B*(y)) > Ro(A(a), B(y)), (4.4.17) 
从 而 这 个 B* 可 使 (4.4.3) 式 取 最 大 值 1. 

ERE, H aE, IA” Ca) 之 Ro(Ala),B(y)), 从 而 由 

R(A* (a),B*(y)) > (A*(a)Y V B*(y) (4.4.18) 
知 (4.4,17) 式 成 立 . 设 a € E, F? 

G, = |z € E, | A* (z) 2 R (A(z),B(y))!, 
H, = |x € E, | A* (z) < R((A(z),B(y))1. 
Hj E,=G,UH,.# a €G, W A* (a)22R (A(a),B(y)). Hi 
(4.4.15) 得 
B*(y) Z A*(a) A Ro(A(a),B(y)) = Ro(A(a), Bly)), 
从 而 由 (4. 4.18) 式 知 (4.4.17) 式 成 立 . 若 a € H,, W A*(a)< 
Ro(A(a),B(y)). 由 (4.4.15) 式 知 
B*(y)Z2A*(a) A Ro(A(a), B(y)) = A* (a). 

这 时 Re(A* (a), B* (y) =1, 从 而 (4.4.17) 式 仍 成 立 , 总 之 
(4.4.17) 式 恒 成 立 . | 

其 次 证 明 由 (4.4.15) 式 确定 的 B * fP j. FEE, mE 
B*(y)=0,0] BÆ y 点 的 值 不 能 再 小 , 故 可 设 B*(y)>0. 这 时 - 
自然 E, 非 空 . 任 取 8 使 0<e<B"(y). 注 意 

B*(y) = sup[ A" (z) A R (A(z),B(y))] V 


splA* (z) A R (A(xz),B(y))] 


= supR (A(=z), B(y)) V pA" (z), 
风 当 ° u 
g = supR (A(z), BCy)) Z= h = sppA" (z) 
时 B*(y)=g>e. 取 a €G, fË R (A(a),B(y)) >g - e. M 
B*(y)-e<R0((A(a),B(y)). H a€ E, (A’ (a)) <RotAla), 
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B(y)). AH aC G, HA *(a)2>R (A(a),B(y))>B*(y)—e. 
所 以 
Ro(A* (a), B*(y)-e} 
= 人 4” (a)) V (B*(y)-e) 
< RO (A(a),B(y)) (4.4.19) 
Bm g<hW.B"(y)=h. W aC H, A `(a)>h- MI B* (y) 
-e<À*(a).H a€ E, HI(A*(a)y<R(A(a),B(y)). Wi 
R (A"(Ə(a),B*(y)— 8) 
=(A"(a)) V (B"(>y) — e) 
< RO (A(a),B(y)). . (4.4.20) 
由 (4.4.19) 与 (4.4. 20) 两 式 知 由 (4.4.15) 式 确定 的 B* 是 使 
{4.4.3) 式 的 值 等 于 1 的 (Y) 中 的 最 小 Fuzzy 和 集 . 
例 4.4.8 W X.,Y.A.,B 与 A* 同 例 4.2.5. 按 Ro 型 三 I 算 
法 求 B*， 
R DE y>. WZ22>1-.R [222.1  J=152v 
{1 ~ y). 


E, = |z € [0,1]| z < 4 V a-y). 
.注意 0EE, 便 得 


B*(y)= supi(1-z) A == va-y)]! 
=4y(a-y) 
DEIAN 1-y>4. 4 z=08 R [32.1 -;)=1, 
从 而 
B"(y)2 lG -0 A 11 = 1. 
H i) ii) 
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1, ` y <, 
B*(y) = 1 (4.4.21) 
y V (1-5), y>: 
这 恰 与 (4.2.3) 式 相 一 致 . 
例 4.4.9 设 X,Y,4, 忆 与 4* 同 例 4.4.4, 按 Ro 型 三 I 算 
HRB". 
# E, =|z € [0,1] i (A*(z=)) < Ral Alz), B(y))} 


-|ze [0,1] |z < R [2311 -yj 


= GQ 


B* (y) = sup (1-z)A R [231 -5)). 
因为 1-x 与 Re[ 23 1- y| 都 随 zx WDR OBA B 0€ E,. B 
以 


B*(y) = (1-0) A R(n - y)= Ro( 于 1-y 
由 此 不 难 算出 
1, y<, 
B* (y) = > > 
3， ?2>3 


注 4.4.10 上 例 中 求 出 的 B" 比例 4.4.4 中 的 B'=2 Xk. 


按 最 小 性 原则 ,似乎 上 例 中 的 B* 不 如 例 4.4.4 中 的 B* .其实 不 
然 ,因为 那里 的 B* 按 Zadeh 算法 只 能 使 (4.4.3) 式 的 值 最 大 ,将 


B" 三 之 代 和 人, 不 难 计算 其 最 大 值 为 所 .而 例 4.4.9 中 的 B" 则 可 
使 (4.4.3) 的 值 恒 为 1. 
2.P -还 原 算法 


截至 目前 我 们 已 经 见 到 求解 (4.3.2) 式 中 的 B * 的 下 述 各 种 
算法 :Zadeh 的 CRI 算法 ,运用 其 他 蕴涵 算 子 的 CRI 算法 ,Zadeh 
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型 三 I 算法 以 及 Ro 型 三 1 算法 等 .如 果 (4.3.2) 式 中 的 A" 等 于 
4 ,我 们 自然 希望 算出 的 B* 等 于 B. 即 ,希望 我 们 的 算法 是 相 容 
的 . 

定义 4.4.11 如 果 当 A 与 BB 满足 条 件 P 时 由 一 种 求解 
(4.3.2) 式 的 算法 当 A* 等 于 A 时 求 得 的 B* 等 于 B, 则 称 这 种 算 
法 为 P 一 还 原 算法 . f 

定理 4.4.12 R 型 三 1 算法 是 PP ~ 还 原 算 法 ,这 里 性 质 P 
指 4 为 正规 Fuzzy 集 , 即 有 aEX 使 Ala)=1. 

证 HA’ (xz)=A(zx), 则 

E, = Íz € X 1 A'(z=) < RO (A(z),B(y))1. 
Ë By)=0, 则 由 4(z)<Ro(A(z),0) 不 成 立 知 E, 为 空 集 ,从 
mik (4.4.15) RF ERB" (y) =0. 若 吾 (y) 天 0, 取 4 EX 使 
A(a)=1, 则 由 A'(a)=0<Ro(A(a),B(y)) 知 aE 忆 .在 (4.4.15) 
式 中 令 A* 一 A 得 B*(y) 之 A{la)A Ro (A (a), B(y)) = 
B(y). 又 , 任 取 xEE 有 A'(z)<Ro(A(z),B(y)). 若 A(x)> 
Bly), WA A7(z)< A (xz)YVB(y), 即 A'(z)<B(y), 那 么 当 
zE EIH RAC) B(y))=BCy), AT 

A(z) A R (A(z).,B(y)) < B(y). 

# A(z)<B(y),M| Ro(A(z),Bly))=1, 从 而 仍 有 

Alz) A Ro(A(x),B(y)) = Alz) S B(y). 
总 之 ,由 (4.4.15) 式 知 B*(y) 夺 B(y). 所 以 B"(y)= B(y). 

注 4.4.13 由 例 4.3.2 看 出 ,在 那里 A(zx)=z, 从 而 A 是正 
规 的 .但 在 A* = A W B" fT B. RJ Bl, Zadeh 的 CRI 算法 不 
是 已 ~ 还 原 算 法 ,这 里 P 措 A 为 正规 Fuzzy 集 . 又 ,文献 [31] 中 称 
还 原 算 法 为 关系 再 现 算法 . 


3. 用 三 工 算法 求解 一 般 的 Fuzzy 推理 问题 


上 面 讨论 的 关于 Fuzzy 推理 的 三 1 算法 虽然 是 对 (4.3.2) 式 
而 进行 的 ,但 也 可 推广 用 于 求解 形 如 (4.3. 11) 式 的 一 般 Fuzzy 扒 
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理 问题 . 我 们 先 来 研究 (4. 3. 12) 式 的 求解 方法 , 然后 再 求解 
(4.3.11) 式 的 B”. 


人 (4.3.12) 式 的 解法 


为 求解 (4.3.12) 式 ,只 须 将 A... A. AR, HE Ap， 
A, HR, O A= A, XX Am A" = Ar" XX A," ,然后 求 
解 (4.3.2) 式 即 可 ， I | | . 

例 4.4.14 重新 考虑 例 4.3,5, 按 Ro 型 三 I 算 法 4.4.7 计算 
B*. 

解 在 例 4:3.5 中 已 算出 

A(z,y) = > Ay, A*(z,y) = z A y. 
É B 5jB* HAERA z 表示 ,这 时 


E, = |(z,y) € X1 x Xa| (æ A y) < R| A y, 2) 


(z Ax) A RfE Aya?) 


B'(z) = Sp, 


(4.4.22) 
对 固定 的 z, + 


f(z,y) =(z As) A R [2 A y). (4.4.23) 
DB A, KRR (z ,y)€ E, EŞ Ayaz”, W A, 等 价 于 


“(zAy) <1 BF Aye”, “2+0, y=0 ASA yx2". 这 时 


六 z,y) 二 x Ay. 可 直接 看 出 
supf (x ,y) =2z A 1. (4.4.24) 


DA A ERR (r, y) EE, HZ A y> 2 B. z=<y". hl 


Ka =te ny) A| {ZAasy ve] = za [(1-4)ve]= 
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[ea (1-4) |V Cz 人 2). 因 为 当 z= 争 时 z 人 (1 至 ) 取 得 最 
大 值 子 , 且 2<1Ay<1.Bir[3,1]€ E.B 

supf(z,y) = z. (4.4.25) 

HDM 4s 表示 条 件 “(x,y)E E, BZ A y> B z> y". k 

时 f(z,y)=y 人 |[ (至 Ay} Vx?]. 当 y 之 到 时 f(z,y)=yA 

[i-2)]v2] 8242 >. 1-3 <. tE 2< tE 

Afe) <E E y < MB f(z,y)< 子 . 即 , 当 y> 

fizy) <E. q y<ZBp,y(z,y)=yA[(-y)V 2]=[yAG( 

-y)]V (YALE FAM As 成 立时 ü 


f(z,y) < $ pfe) < Š. (4.4.26) 


综 上 所 述 ,因为 条 件 E, 可 分 解 为 "41 或 A; 或 43”, 所 以 由 
(4.4.22) 一 (4.4.26) 各 式 得 


B*(x) = (2x V $)A 1. . (4.4.27) 
这 怡 与 (4.2.10) 式 相 一 致 . 
四 (4.3.11) 式 的 解法 - 


在 也 中 已 爱 到 , 当 一 个 萤 涵 式 中 的 前 件 包 含 多 于 一 个 命题 时 ， 

可 以 用 Fuzzy 集 相 染 的 方法 把 前 件 化 成 一 个 Fuzzy 集 . 所 以 为 研 

究 (4.3.11) 式 的 求解 方法 ,可 以 研究 如 下 的 简化 问题 的 求解 方法 ; 
已 知 Al Bı 


且 给 定 A* 
求 B* 
这 时 既 可 用 先 推理 后 聚合 的 FITA 方法 ,也 可 以 用 先 聚 合 后 推理 
的 FATI 方 法 .关于 这 两 种 方法 我 们 都 来 用 获 涵 算 子 Ro. 
FITA 方法 : 设 ISi Sn, REFA 


已 知 A; B; 
HE A* | (4.4.29) 
求 C i=1,",n. 
设 其 答案 为 C;. 邻 
B° = VG, (4.4.30) 
即 可 .这 时 由 


(A; — Bi) >+ (A — Cj), (i=1,.,n) (4.4.31) 
的 值 为 1 且 B* >C, 知 | 

(A, > B,) > (A* — B*), (i= 1,.…,n) (4.4.32) 
的 值 恒 为 1, 且 由 每 个 C, 的 最 小 性 知 B* 是 使 (4.4.32) 式 的 值 对 
每 个 i 均 为 1 的 8({Y) 中 的 最 小 Fuzzy 集 . 


FATI 方法 : 设 
R(z,y) =V Ro(Ai(z),B(y). (4.4.33) 
令 B' 为 FPF(Y) 中 使 


R(z,y) —(A*(z)——B*(y)) (4.4.34) 
恒 取 值 1 的 最 小 Fuzzy 集 . 
定理 4.4.15 FITA 方法 与 FATI 1 方法 等 价 . 
证 设 B* 使 (4.4.32) 式 的 值 对 每 个 i 都 恒 为 1, 即 
RotAi(z),B(y) 一 《有 (zr) B" (y) 二 二 
的 值 恒 为 1 , 则 


A[RO(A,(z),B;,(y)) — (A* (z) — B* (y))] 


(4.4.35) 
的 值 恒 为 1, 但 
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ALRo(Ai(z),Bi(y)) ~ (A* (z) — B* (y)] 


=[V RO(A,(z),B,(y))] > (A* (z) — B* (y)) 
(4.4.36) 
所 以 也 "使 (4.4.34) 式 的 值 重 等 于 1. 
反 过 来 , 设 B* 使 (4.4.34) 式 的 值 恒 等 于 1, 则 由 (4.4.36) 式 
知 (4.4.35) 式 的 值 恒 等 于 1, 即 (4.4. 32) 式 的 值 对 每 个 i 都 恒 等 
Fi. . 
特别 对 多 (Y) 中 满足 上 述 一 方 的 条 件 的 最 小 Fuzzy 集 也 有 同 
样 的 关系 ,所 以 FITA 与 FATI 方法 等 价 , 即 ,二 者 求 出 的 是 同一 
+ Fuzzy Æ B°. f 


84.5 Fuzzy 推理 的 逻辑 基础 支持 度 理论 


利用 $4.2 中 的 部 分 赋值 重 言 式 理论 可 以 将 Fuzzy 推理 纳 人 
于 风 辑 框架 之 中 


1. Fuzzy 推理 与 L- 重 言 式 


在 上 一 节 中 我 们 已 经 将 Fuzzy 推理 的 CRI 方法 改进 为 III 方 
法 , 即 三 1 方法 .现在 考 虞 定义 4.2.1 当 n =2 时 的 情形 ,并 分 别 用 
X 5 Y 记 那 里 的 X 与 X2 ,分别 用 A,B,A' 与 B“ 记 那里 的 El， 
已 ,BEi 与 已 ，, 则 百 =(A,BiA*，B*). 令 

. H = (bi — p2) — (ps — ba). 
在 上 一 节 已 经 看 到 , 按 Fuzzy 推理 的 Ro 型 三 I 算法 ,求解 (4.3.2) 
式 中 的 B* 就 是 求 (Y) 中 使 (4.4.3) 式 为 重 言 式 的 最 小 B”. 由 
定义 4.2.1 可 见 这 正 是 要 求 多 (YY) 中 使 H kh 2 (E) 一 重 言 式 的 
最 小 B* .所 以 我 们 有 下 面 的 
定理 4.5.1 设 
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已 知 A B 
且 给 定 A” 
则 得 B*, 


RE B'EI )PE HRADE) 一重 言 式 的 最 小 Fuzzy R. 
这 样 我 们 就 利用 部 分 重 言 式 理论 而 将 Fuzzy 推理 纳入 于 逻辑 
框架 之 中 了 . 


2. 支 持 度 理论 


我 们 要 求 (4.4.3) 式 的 值 恒 等 于 1, 这 可 以 理解 为 要 求 4 一 如 
AJARA 一 B* .以 支持 的 观点 出 发 ,自然 还 可 考虑 A—B 对 
A"— B* 的 支持 度 大 于 或 等 于 a 的 情形 (0< a 二 1), 即 考虑 
(4.4.3) 式 的 值 恒 大 于 或 等 于 a 的 情况 ,或 更 为 一 般 些 , 分 别 以 A 
与 B 取代 A->B 与 4*->B* ,我 们 可 以 考虑 任意 两 个 命题 A 与 B 
之 间 的 支持 度 理论 . 以 下 蕴涵 算 子 皆 取 为 Ro. 

定义 4.5.2 设 4A,BEF(S),2 CHO,cE[0,1]. 如 果 
inff vl A — B) Io € > = a, 
则 称 A 对 B 的 五- 支持 度 为 , 记 作 sust XA, B)S a. 

显然 ,A 对 如 的 支持 度 等 于 1 等 价 于 A—B h> Q ERR. 
一 般 地 ,容易 证 明 下 面 的 

命题 4.5.3 sust( 卫 ;4 ,B)=a 的 充 要 条 件 是 A 一 B 为 光一 
(a 一 重 言 式 ) 且 对 任 一 e >0,A->B RED- late- EFA). 

定理 4.5.4 设 


sust( >; ;A,B)= a > 


|= |= 
~- ` 


sust( y; B,C) = B > 


sust(J;A,.C)2 a AB. 
证 设 oE DMA sust(;A,B)= a> 5 sust(2:B,C) 
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=p>} 4 G(A—B)= R (o (A), (B))>a, v(B>C)= 
Ro(o(B),o(C))28.# o(A)<(B)3R o (B)<u(C), WI h 
Ro 的 性 质 得 | 
Rolul A), olC)) > R (2(Ə(B),ə2(C)) > 8> a A B. 
或 
Ro(o2(A),ə(C)) > Ro(2(Ə(A),o9(B)) Za Za APB. 
所 以 不 妨 设 o (A)2> 2 (B)> o (C),h) 
Ro (o2(A),ə(B)) = (2(A2) V (B), 
R (oə(B),ə(C)) = (2(B)Y V (C), 
由 此 得 


(o(A)) V ov(B) 之 a >, 
1 (4.5.1) 


(2(B)) V o (C)2 8 > >: 


EX o (B)>2 5(o(B)) > 方 不 可 能 同时 成 立 ,所 以 由 (4.5.1) 
式 得 (v(A)) 之 a 或 v(C) 之 B, 从 而 
vl(A—C)= Ro(v(A),v(C)) 
= (v(A)) V v(C) 之 a À B. 

所 以 由 v 的 任意 性 得 . 

sust( 2 ;4,C) = inffv(A > C) iv € Di >a Ag. 

注 4.5.5 (i) 有 可 能 sut(D;A,C)>a AB. WẸ A=p, 
B=p2,C=p3,2= {vE vp)=0.4,0(p2) =0.3,v(p3) = 


0.6| , 则 sust( £; A, B) =0.6> 2 ,sut(2;B,C)=1>4, it 
sust( 2 A, C)=1>0.6A1. 
《这 如 果 采 用 Lukasiewicz AT Rs, 自然 也 可 像 定 义 4.5.2 
那样 引入 相应 的 支持 度 概念 .我 们 以 susti, 记 这 种 支持 度 , 但 这 时 
定理 4. 5. 4 KE JR Ar. 如 , 设 A,B,C 同 (i),; 令 = o € ,| 
vp1)=0.7,w(pzs)=0.4,w(p3) =0.1}, 则 易 验 证 susti,( ;A,B) 
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=0.7,sust (22; B,C)=0.7,fE sust (22; A,.C)=0.4<0.7A 
0.7. 

定理 4.5.6 W A,B,C€ F(S),>C0,M 

(i)sust(2?;A V B,C)=sust(22;A,.C)Asust( 22; B ,C). 

(ü)sust(2';A,.BAC)=sust(22;A,B)Asust(22; A, C). 

证 (GHEE, Mh Ro 一 代数 的 性 质 得 

v(A V B—C)=Ro(v(A) V v(B),v(C)) 
=Ro(v(A),v(C)) A Ro(w(B),v(C)) 
=v(A—C) A v(B— C). 
所 以 
sust(2);A V B,C)= mfloə(A V B=>C)|2 € X| 
=inf| vl A—>C) A o (B—C)|o € 2D! 
=inff ol A> C) vE IA 
infiv(B—C)|lv€E 5} 
| =sust(22;A ,C)Asust(2; B, C). 
GNE oC X, SALAME Ro 的 性 质 得 
.vtA>BAC)= o(A— B) A (AO. 
再 取 下 确 界 得 

sust(DsA,BAC)=sust(D ;A,B)Asust(2 ;A,C). 

注 4.5.7 虽然 由 Ro 的 性 质 可 推 得 对 每 个 vE EHA 
vl(AAB—C)= (A — C) V vl(B— C), 
v(A — B V C) = v{A — C) V o(A — C). 

但 

sust; A AB,.,C)=sust(22; A. C)Vsust(22; B, C) 
+j sust(27;A, B V C)=sust(22:A B) V sust( 22; A, C) 4 
立 .比如 ,以 前 者 为 例 ,分 别 令 A,B,C 为 原子 命题 pi, p2 ba F 


X=ivEñl lolh), ARTO = [1.2 2， +) 


UfvEBI ol), oleo 4t). 
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则 对 每 个 o € DEA vl pi A p.) = o( ps) , A fli] 
sust( 2 A A B,C) =inff vulpi A ppa) vE ElL. 


另 一 方面, 取 nE DE nlp) =1, alp) = 去 ,wi(ps) = 过; 取 
n, € 2 使 02(p1)= 刻 ,v2(p2)=1,v2a(p3)= 二 . 则 
sust( 22; A, C)<<%i( pi >ps) À v pipa) 
_ 1 YO 1.,_ 1 
-w [dan [1.1)-la=1, 
sust( E; B, C)S w (brpa) À vl ppa) 
-ma 


所 以 
sust(2 AAB,C)>sust(D A, CVsust( ;B,C). 
定理 4.5.8 H A,B,CEF(S), ECA, W 
G)sust( $; A ,B—>C) =sust( >; B, A—C). 
(ii)sust(2;);A ,B—>C) = sust( 5; A ,—C—>— B). 
证 (H vE, Wh Ro- 代数 的 性 质 得 
vA, B — C) =R (S(A),RO (o (B),əo(C))) 
=R (o(B),R (o (A),o(C))) = o(B,A — C). 
所 以 (人 成立. 
类 似 地 可 以 证 明 (让 也 成 立 ， 
定理 4.5.9 #A,B,C,DEF(S), ECA, A 
(sustt 5; A, BV C—D)=sust(21; A, BD) 
A sust X A, C—D). 
(üii)sust(22;A,B—CAD)=sust(22;A,B—C) . 
Asust(2 ;A,B—D). 
证 人) 由 定理 4.5.8 与 定理 4.5.6 得 
sust(2;;A ,BV C—D)=sust(22; BV C, A—D} 
=sust( 22; B, AD) 
Asust(2;; C, A—D) 
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=sust( 22; A , B= D) 
Asust( 22; A ,C—D). 
(ü) H EBE 4.5.8 与 定理 4.5.6 并 运用 De Morgan 对 偶 律 得 
sust(2;;A ,B—-CAD)=sust(22;A,—(C A D)—>—B) 
=sust(22;A,—C V—D-=—B) 
=sust(2);>CV—D,A——EB) 
=sust(2);—>C, A——B) 
Asust(22;i—D,A——B) 
=sust(2;A,—C—=—B) 
Nsust(2 ;A,— D+—B) 
=sust( 22; À , B—>C) 
Asust( 22; A, B—D). 


3. 一 三 1 算法 


利用 支持 度 概 念 可 以 将 三 1 规则 一 般 化 为 a 一 三 1 规则 , 即 ， 
ECA A,B 和 A* 后 , 求 使 (4.4.3) 式 的 值 恒 大 于 或 等 于 a 的 B* 
的 规则 . 
定义 4.5.10(a -三 1 规则 ) 设 A,A”*E€5F8F(X),BE 
(Y). Ë 
已 知 A — B 


HRE A' 
则 得 B*, 
这 里 B' 是 使 
sust( X) ; 力 -> bz, ba > ba) 22 a (4.5.2) 


的 多 (Y) 中 的 最 小 Fuzzy 集 , {4.5.2) 中 的 = 22 (E), E = 
(A,B;A“ ,B°*). 
T4, a =1 时 a 一 三 I 规则 就 成 为 三 IT 规则 ,定义 4.5.10 
的 规则 是 定理 4.5.1 的 推广 . 如果 要 摆脱 逻辑 框架 的 约束 , 则 可 对 
比 三 1 规则 4.4.1 而 将 定义 4.5.10 通俗 地 改写 为 以 下 形式 ; 
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算法 4.5.11{Ro 型 "- 三 I 规 则 } A, A C2(X),BC3(Y). 


设 
已 知 A — B 
且 给 定 A 
则 得 B* 
这 里 B" E #(Y)iFf# 


(A(z)— B(y)) > (A*(z)— B*(y)) Za (4.5.3) 
对 一 切 zEX 和 yEY 都 成 立 的 最 小 Fuzzy Æ. 

a 一 三 [1 规则 也 就 是 求 F{Y) 中 使 A 一 B 对 A* ->B” 的 支持 
度 大 于 或 等 于 a 的 最 小 Fuzzy 集 的 规则 . 这 个 最 小 Fuzzy EKA 
在 性 的 证 明 类 似 于 定理 4.5.6(i 的 证 明 , 不 过 在 那里 对 于 F(S) 
中 的 公式 而 言 ,只 能 讨论 有 限 交 ,而 如 今 对 (了) 中 的 Fuzzy 集 而 
言 可 以 讨论 任意 交 , 所 以 定理 4.5.6 的 (ii) 现 在 可 以 加 强 为 

定理 4.5.12 RA, A*EF(X),BE ZF(Y), 则 ZF(Y) 中 在 
在 使 (4.5.3) 式 对 一 切 zEX 和 yE Y 者 成立 的 最 小 B*. 

证 令 多 =1B"*E9(Y)1B* 满 足 (4.5.3)1, 则 由 1yE 23% 
Zz. B= A 甸 , 则 BE 贸 Y). 以 下 只 须 证 明 对 一 切 z€ X #l 
yEY 都 有 

(Alz)—> B(y)) =(A*(z=) ü—B(y)) Za, (4.5.4) 
因为 B 的 最 小 性 是 明显 的 . 反 设 (4.5.4) 式 不 成 立 , 则 有 + € X 
和 yoEY 使 
(Alzo) — B(yoa)) > (A (zo) — B(yo)) < o. 
(4.5.5) 
因为 Rls DXT 上 右 连 续 , 即 
limRo(so, £) = Ro(so, to). (4.5.6) 
tto . 
Ë RolAl zo), BCya)) =c, Rol A* (zo),B(yo))= ad, 则 (4.5.5) 
式 左边 等 于 Ro(c,d). 由 百 = A 9 H AHE Bi, Bs,… 使 lim 
B,(yo)= 巨 (yo) .注意 B,C yD >B Cy) , 则 由 (4.5.6) 式 得 
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limRo(A* (zo), B,(yo)) = Rol A (zo), B(yo)) = d 
又 ,Ro(s ,i) 关 于 z 是 增 函 数 ,Ro(A* (ro), Ba (yo) ) >d ERY, 
所 以 再 次 使 用 (4.5.6) 式 得 

1imRo(c,Ro(A * (zo), Ba(y0))) = Rolc,d). 
那么 由 (4.5.5) 式 知 有 nn 使 Rotc,Ro(A” (zo), Bty0)))< a, 
(A(zo) — Bl(y0)) — (A * (zo) — B,(ya)) < o. 

这 与 B,€ 234128. 

下 面 给 出 满足 (4.5.3) 式 的 最 小 B" (y) 的 计算 方法 . 

算法 4.5.13(R。 型 a - = 135) 

B*(y) = p LA (z) A RACI), Byl Aa, 


(4.5.7) 
这 里 
= |z € X I(A“(z=)) < Ro (A(z),B(y))I, 
f (4.5.8) 
= |z € X I A*(z=) A R((A(z),B(y)) > a”. 
(4.5.9) 


B "就 是 满足 (4.5.3) 式 的 9(Y) 中 的 最 小 Fuzay 集 . 
证 先 证 明 由 (4.5.7) 式 确定 的 B"(y) 满 足 (4.5.3) 式 .事实 
上 , 令 
CO) = ssp [A (x) A Ro(A(z),B(y))] 


(4.5.10) 
由 定理 4.S.9{ii)( 或 由 Ro 的 性 质 Rola,bAc)= Ro (a,b) A 
Ro(a ,c)) 知 只 须 证 
My = Ro(A(x), B(y)) > Ro(A。 (z), CO) >a, 
(4.5.11) 
并 且 | 
Ny = R (A(z),B(y)) > R (A "(2).a) Ze a. 
(4.5.12) 
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但 由 Ro 的 性 质 Re(s t)>t 知 (4.5.12) 式 是 显然 成 立 的 ,所 以 只 
须 证 明 (4.5.11) 式 成 立 . 
S Ë z€ E, K, 
Cly) > A*(z) A R (A(z),B(y)). 
这 时 
Ma ZR O(A(z),B(yx)) 一 
Ral A* (x), A" (z) A R (A(zx), BOD) 
=R A(z), B(y)) — 
RO (A (z),A*(z)) A Rol A(z), RAC), BC(y))) 
=RotA{zx),B(y))— 
RolA* (zx),Ro(A(z), Bly))), 
注意 Ro(s ,1) 之 t ,得 
M,, > Ro(A(z),B(y)) > Ro(A(z),B(y)) = 12 a, 
设 rE, MCA" (r) 之 Ro(4(z),B(y)), 这 时 
May 2: R (A(z),B(y)) (A (x) V C(y) =1>a. 
设 rK, M Ry (A(z),B(y))Zza 或 (A"(z)) 之 a. 所 以 
PA 
My Ry (A(x), Bly)) V Ro(A * (z=),C(y)) 
Ro (Alz), BCy)) V (A* (z) V Ciy) >a. 
这 就 证 明了 (4.5.11) 式 成 立 , 从 而 由 (4,5.7) 式 确定 的 B" 满足 
(4.5,3) 式 . 
其 次 证 明 B* 是 儿 (Y}) 中 满足 (4.5.3) 式 的 最 小 Fuzzy 集 , 设 
对 某 yE Y,D(y)< B *(y).W i 
D(y) < sup, [A* (z) A R (A(z),B(y))] E D(y) < a. 
这 时 有 zo € ENK, 使 
D(y) < A* (z0) A R Alzo), BCy)). 
由 D(y) LA" (zo) HL R (A * Cro), D(y)) = (A" Cza) NV 
D(y).X,z € E PTALA” (ze) < R (A(zo),B(y)). hikt 
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RoO(A(zo), B(y)) — Ro(A * (zo), D(y)) 
= R (A(z0),B(y)) V RA (A " (zo), D(y)) 
=R (Alzo) BCy)) V (A* (zo)) V DOD. 
Ë zo € K,, Ro (A (20), B(y)) < a B (A* (zo)) < a. mZ 
D(y)<<a, 所 以 
RO(A(zo), B(y)) -> Ro(A * (zo),D(y)) < a. 
即 ,用 D 取代 {4.5,3) 式 中 的 B* 时 (4.5.3) 式 不 再 成 立 . 这 就 证 
明了 由 (4.5.7) 式 确定 的 "的 最 小 性 . 
注 4.5.14 当 a=1 时 K,=supp[A* (x) A Ro (A (z), 
B(y))]. 这 时 由 (4.5.7) 式 得 
B*(y) = em, LA (2) A R (A(z),B(y))] 
= supl A” (x) A RO (A(z),B(y))]. 
这 就 是 (4.4.15) 式 . 可见 算法 4.4.7 是 算法 4.5.13 f a = 1 时 的 


特例 . 
例 4.5.15 W X=Y=[0,1],A,A*C Z(X),B€ F(Y), 


z+! ,B(y)=1-yAt(z)=1-z,a= 2.1 Ro 型 


A(z)=” 
。 三 1 算法 求 B”. 
@ 马 =|ze[oDiz<Ro[(23 1 外 
K,= jzer0， 1]1(1- Amal! z+1 |] y)>3|， 
ro- [am 人 ca 他 
(4.5.13) 
因为 1-z SR [23.1 y Ee WR h UB, AAR 


(Z. 5. 13] t 82E, RARA EAK, Phr. AROE. 
Lh R(E -y> V -yM 0EK, MU OEEN 


K, AT 
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B*(y) = (1-0) A Ro( 志 ,1 一 y) 人 地 
化 简 得 


7' 
g?’ <š, 
B*(y) = 2 2 
3 3 
4.a — = I Modus Tollens 算法 


Modus Tollens( 简称 MT) 的 提 法 如 下 : 


已 知 A B 
HAE B' 
求 A’ 


Zadeh 的 CRI 算法 中 也 有 计算 A* 的 算法 ,但 仍 基于 蕴涵 运 算 与 
复合 运算 的 混合 使 用 , 似乎 不 甚 合理 .我 们 像 处 理 Fuzzy Modus 
Ponens 一 样 ,把 Fuzzy Modus Tollens 也 纳入 于 三 1 算法 的 轨道 . 
并 根据 支持 度 理论 给 出 a 一 三 TMT 算法 的 一 般 形式 . 

算法 4.5.16( Ro 型 三 IMT 算法) BAC S(X),B.,B* € 


AY) 
BA A B 
且 给 定 B* (4.5.14) 
WF A” 


这 里 A* 是 多 ( 义 ) 中 使 (4.4.3) 式 的 值 等 于 1 的 最 大 Fuzzy 集 ,其 
算法 为 
A*(z) = inf [B* (>) V R (A(z),B(y))]. 


(4.5.15) 
这 里 
E, = y € Y | B" (y) < Ro(A(z),B(y))!. 
(4.5.16) 
149- 


这 个 算法 可 以 一 般 化 为 

算法 4.5.17(Ro 型 -三 IMT 算法 ) Š AC Z(X),B, 
B*EF(Y),aE[0,1]. 则 (CX) 中 使 (4.5.3) 式 成 立 的 最 大 
Fuzzy # A* WF: 

A" (z) = ,ci [B O) V R (A(z),B(y))] V æ. 


(4.5.17) 
这 里 五 . 由 (4.5,16) 式 确定 ,而 
K, = [y € Y | B*(y) V R (A(z), BO)) <al. 
(4.5.18) 
注意 , 当 a=1 时 (4.5.17) 式 中 的 a =0, 而 这 时 (4.5.18) 式 
É K, 在 (4.5.17) 式 中 求 下 确 界 时 的 作用 是 指 勿 将 1 考虑 在 内 ， 
而 对 于 [0,1] 中 的 求 下 确 界 运 算 而 言 总 是 可 以 将 1 不 计算 在 内 的 
(注意 inf 避 = 二. 所 以 (4.5.15) 式 是 (4.5.17) 式 中 a=1 时 的 特 
例 , 即 算法 4.5.16 是 算法 4.5.17 的 特例 .所 以 以 下 只 须 证 明 算法 
4.5.17 的 正确 性 . 
证 先 证 明 由 (4.5.17) 式 确定 的 A* 满 足 (4,5,3) 式 . 设 
Clx) = Pk [B* (y) V Ro (Alz), B(y))]. 
易 证 
(A(z)— Bly)) (a — B"(y)) Ze. 
所 以 由 Ro 的 性 质 知 只 须 证 
May = (A(z)— B(y)) = (C(z)— B"(y)) >a. 
(4.5.19) 
事实 上 , 设 yEE,NK MI C(z)<B"(y)V R (A(z),B(y)), 
所 以 | 
May >2R (A(z=),B(y)) — R (B * (y) 
V R'(A(z),B(y)),B'(y)). 
注意 
Rola V b,b)= Rola,b) A Ro(b,b) 
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= Rola, b) Za V b 


dà 


Ma ZR (A(z),B(yx)) 一 
RolRo (Alr), B(y)}},B*(y)) 
ZR (A(z),B(y)) — 
RO(A(z),B(y)) V B"(y) = 12a., 
W y&E,,W B*(y)>R (A(z),B(y)). Iti 
Ma >R (A(z),B(y)) > C' (z) V B" (y) 
ZR (A(xz),B(y)) > R (A(z),B(y)) 
=1 >a. 
设 yK -M B” (y) V Ro (A(z),B(y))Za , MT 
Ma Ro (A(x), B(y)) V R (C(z),B*(y)) 
SRy (Alr), B(y)) V C'(z=) V B*(y) 
=a. 
总 之 ,《4. 5. 19) 式 成 立 , 所 以 由 (4.5.17) 式 确定 的 A" 满足 
(4.5.3) 式 . 
其 次 证 明 4 "是 乡 (X) 中 满足 (4.5.3) 式 的 最 大 Fuzzy 集 . 设 
对 某 z€ X,D(z)>A”"(xz),BM 
D(z) > ,inf B O) V RoCA(x).B(y))], 


(4.5.20) 
且 
Dlx}>a, 即 DYV(z) < a. (4.5.21) 
由 (4.5.20) 式 知 有 y € E, YK. 使 
D(zx) > B* (yo) V Ry (A(=z),B(yo)). 
那么 
D'(z=) < Ro (A(z),B(yo)). 
H Dir)>B* (yo) 和 R e(D(z),B*(y|))= D'(z=)V B* (yo). 
X. y € E. ;所 以 B" (ya)< R (A(z),B(yo)). Hi4 
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RO (A(z),B(yo)) -> Ro(D(z),B*(yo)) 
=R (A(z),B(yo)) V R (D(z),B”*(yo)) 
=R (A(z),B(yo)) V D'(z=) V B* (yo). 
(4.5.22) 
但 yo € K,, 
B* (yo) V R Z (A(z),B(yo)) <a ` (4.5.23) 
所 以 由 (4.5.21).(4.5.22) 与 (4.5.23) 得 
(A(z)— B(y|)) > (D(z)— B* (ya)) < a. 
即 , 用 D(z) 取代 (4.5.3) 式 中 的 A* , 则 (4.5.3) 式 不 再 成 立 .这 
就 证 明了 4 * 是 乡 (X) 中 使 (4.5.3) 式 成 立 的 最 大 Fuzzy 集 . 
注 4.5.18 在 (4.5.3) 式 中 令 4 “=0, 则 无 论 A(z)—B(y) 
如 何 , (4.5.3) 式 左边 恒 等 于 1, 从 而 (4.5.3) 式 当然 成 立 .这 种 A * 
是 无 用 的 ,因为 它 与 大 前 提 A(z) 一 B(y) 无 关 , (4.5.3) 式 虽 成 
立 ,但 不 是 由 于 A(zx)->B(y) 对 A* (zx)->B*(y) 支 持 的 结果 ,而 
是 A*(z) 一 B*(y) 绝 对 大 于 或 等 于 a 所 致 .因此 我 们 要 寻求 的 
是 尽 可 能 大 的 A* ,这 时 A* (zx)->B*(y) 不 必 大 于 或 等 于 a, 但 
由 A(x) 一 B(y) 作 前 提 冀 涵 之 后 大 于 或 等 于 a. 
例 4.5.19 设 X=Y=[0,1],AE Z(X),B,B*€ F(Y), 
A(z)=l1-z,B(y)=y,B*(y)=y' IFE 4.5.16R A". 
解 E.=l1yC[0,1]|y2<R(1-z,y)|. 
若 y21-zx,M| R (1-z,y)=1,B USE L—- z=<y<1 ÉS y #Ë 
ATE. X,# y<1-z, W Ro(l-z,y)= zV y. PHH y<1 知 
YTVy AR, AMARE y<1—<x 的 y 也 属于 EE,. 由 此 可 知 ， 
E,= |[y€E[0,1j|y<<1| .所 以 由 (4.5.15) 得 
A*(z) =inf[y V Ro’(l — z,y)] 


= gf b V Ro'(l— zx,y)] A 
inf [7 V Ry (1 — z,y)] 


l-z>y 
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=(1- xz) A if [2 V (1- zx)] A 
„ini Ly V (1 =- y)]. (4.5.24) 


上 上 式 中 中 间 部 分 等 于 1 - z. H(1 — z2<1 — z 知 中 间 部 分 可 上 略 
去 .以 下 计算 最 后 的 部 分 
nf [y V (1 — y)]. 


0 El 1 
图 4.6 
由 图 4.6 看 出 
， x°, s>B 
TED <B 


由 此 得 
Bay, 1- zl 


inf [3 V G- y)] = f 
Wali li 1- z < ——— 


所 以 由 (4.5.24) 式 得 
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-1¥ _ 3-45 {5-1 
(8 ep 
A*(z)= B-1 
r-r}, 1- z < š> 


例 4.5.20 W X=Y=[0,1], AE F(X).B,B* su, 
A(z)=Z+1,B(y)=1- y, 


1, <š, 
B*(y) = (4.5.25) 
2 > 2 
3?’ y 3 
按 算法 4.5.16 求 A*. 
解 E,= |yE[0， DID<R [s -y)|. 


atili- yM R. [21 3 11- yj= a - 2 <, 
而 由 B*(y) 的 定义 知 B* (y)= 1.0 naaar <i 1-y tiy 
不 属于 E Zl >1- y, M Rà, 1-5) = 2=Z£ y 
(0-3). 2m R [241.1 - y) 2 Zvzl<2. a B° on 


定义 知 满 尼 条 件 了 >1 一 y 的 ? HAN T E, MA E = Z, 
WIA * (z=)=inf@=1. 

注 4.5.21 94.4.9 818, A(z)=ZT1,B(y)=1-y 
HA"(z)=1-<xB#F,#(Y)y 4 (4.4. 15) 式 的 信 等 于 1 的 最 小 
B' 就 是 (4.5.25) 式 所 给 出 的 B* .而 由 例 4.5.20 夏 出 ,保持 A,B 
与 B* 不 变 , 把 A* 改 为 1 时 (4.4.15) 式 的 值 仍 等 于 1, 并 且 当 及 


= ,B=1-y,A" 二 1 时 按 算法 4.4.7 求 得 的 B 就 是 上 述 
B" .这 表明 按 算法 4.4.7 所 得 之 对 应 (A,B,A")->B" 是 多 一 对 


Y. 
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# x 


5, = I MT 算法 的 还 原 性 


定理 4.5.22 三 1 MT 算法 具有 了 一 还 原 性 ,这 里 也 指 B(y) 
可 取 值 0, 还 原 竹 指 当 B* = 也 时 由 (4.5.1 细 式 算出 的 A* 就 是 A. 
W 设 B*=B, 则 由 (4.5.16) 式 得 
E, =ly € Y|B(y) < RX(A(z),B(y))i 
=ly € Y | A(z)=< B(y) <1 Ú 
[y € Y í B(y) < A(>z) AA a). 
所 以 由 (4.5.15) 式 得 | 
A” (zr)= a Bo < BO)A 
IB(y)V[A(z2)AB Xy)]. (4.5.26) 


ac ) 
上 式 中 第 一 部 分 大 于 或 等 于 A(z).# A 三 1, 则 {y€ Y| A(z)< 
B(y)<1l=íy€ YIB(y)<A(r)}AA'(z)|=. 由 (4.5.26) 式 
算出 的 A*(fz) 也 是 1. 若 4=0, 刚 因 有 ?使 B(y)=0,(4.5.26) 
APA MAET O, 所 以 A*(xz)=0. 故 可 设 A1,A0. 这 时 
IB(y) V [A(z) A B'(y)]! 


oo (z) 


(B(y) V AG) A 


ka (z) 
B A wu BO) v B(y)]. (4.5.27) 
取 y 使 B(y)=0, 则 (4.5.27) 式 右边 第 一 部 分 等 于 AGa) BL 
分 
i [BO) V B'(>)! 
Zoi B O) o 
JA) V A(x) 2 Alz). 
综 上 可 见 太 “(z) 可 表示 为 三 部 分 之 交 , 其 中 中 间 部 分 等 于 
A{x), 而 两 问 均 大 于 或 等 于 A(x). 帮 A*(x)=A(zx). 

注 4.5.23 当 B(y) 值 不 为 零 时 ,还 原 性 可 能 不 成 立 , 如 , 令 
Alz)=z,B(y)= B*(y)=1 F, h F E, = 名 ,而 A* (z=)==:1, 
并 不 还 原 为 A(z). 
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第 五 章 ”积分 语义 学 


对 于 F(S) 中 的 一 个 公式 4 ,我 们 从 形式 上 可 以 通过 公理 以 
及 推理 规则 去 判断 A 是否 为 定理 ,也 可 以 从 语义 上 通过 赋值 判断 
和 是否 “ 恒 真 ”, 即 ,是 否 为 重 言 式 .确切 地 说 ,如 果 对 每 个 赋值 v， 
z(4A)=1 便 成 立 , 则 称 A 为 重 言 式 .在 前 面 我 们 已 经 把 重 言 式 概 
念 推广 为 a 一重 言 式 , 也 就 是 那 种 对 每 个 赋值 % 恒 有 wv( 有 入 ) 之 a 的 
EER. 本章 中 我 们 考虑 所 有 的 o 共同 作用 于 A 时 的 整体 效果 ， 
我 们 将 把 单个 的 同 值 进行 积分 ,从 而 给 出 一 个 公式 的 真实 程度 的 
新 指标 .其 次 ,本 章 还 将 在 全 体 公式 之 集 FS) ESIA WER, X 
近似 推理 提供 一 种 可 能 的 框架 .关于 赋值 格 为 10， 11 的 近似 推理 ， 
文献 [32] 已 建立 了 一 种 很 好 的 框架 . 

本 章 将 主要 运用 Lukasiewicz 殖 池 算 子 . 对 于 Łukasiewicz 的 
多 值 命题 逻辑 系统 布 言 , 全 体 公式 集 比 FR(S) 要 大 ,因为 [0,1j 中 
的 常 值 也 作为 特殊 的 公式 而 参与 在 S 中 去 生成 一 般 公式 了 .这 时 
已 有 许多 关于 完备 性 的 讨论 1331. 但 本 书 仍 限 于 考虑 FS) 所 以 
不 涉及 Lukasiewicz 的 公理 体系 ,不 涉及 完备 性 ,在 下 面 $5,5 中 
的 近似 推理 是 一 种 混合 型 的 推理 , 即 , 并 非 纯 形 式 的 推理 ,是 以 重 
言 式 取 代 定 理 的 地 位 为 基础 所 作 的 近似 推理 . 


$5.1 公式 的 真 度 


1. 积 分 不 变性 定理 


设 f(z1,…,zn) 是 从 [0,1]" 到 [0,1] 的 % 元 函数 ,以 A, 记 xn 
维 方 体 [0,1]“ ,以 do, 记 dri dz, , 则 f(zi,'" Za) 在 [0,1]* E 


的 定 积分 | [Ca z )dz de, 可 简单 地 记 为 
. 15 ` 


| Srta ddun 


或 更 简单 些 ,| fdo fanna) 也 可 看 作 是 从 [0,11"” 到 
[0,1] 的 函数 ,只 须 定义 | 


Fitis ` „Ens Zati) 
= flægs s En), V (zi, Ent) e [0,1]"" 
即 可 .一 般 地 ,我们 有 如 下 定义 : 
定义 5.1.1 设 f:[0,1]"->[0,11, 则 子 的 & 次 扩张 定义 为 
fleg Enk) 
= ffxi s En) V (X11 Tnt) € [0,1]. 
| (5.1.1) 
这 里 &=0,1,2,…. 当 有 =0 时 fo = f. 
定理 5.1.2{ 积 分 不 变性 定理 ) 任 一 元 函数 f:[0,11" 
[0,1] 和 它 的 次 扩张 f(D 在 各 自 定义 域 上 的 积分 相等 . 即 


| ma 一 | 46. k = 0,1,2,7. (5.1.2) 
证 不妨 设 > 0. 设 | fdn = IM. 
| fE dwn -| ze dz, 


fz1» "Ta jdri dr. . 


-| 
-| 了 Il: flrs Endon |dzn densa 
-| 


fef j Idz dza = X1x X1 = 1. 
所 以 (5. 1.2) 成 立 ， 
由 积分 不 变性 定理 ， 在 不 到 引起 温 消 的 情况 下 本 章 中 将 不 区 
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别 fas. 与 | (as. 并 把 它们 都 简 记 为 | a 把 变量 
z") Ce mek) 都 简 记 为 o. 
2.F(S) 中 公式 的 RR 真 度 ` 


RA=Flb PEFS), R RAMAT, v: F(S)— 

[0,1] 是 关于 R 而 言 的 赋值 , 则 
. (A) = fiul pi), svp). 
H +T oli) 可 以 取 [0,1] 中 的 任意 值 ,所 以 当 在 Or 
中 变化 时 就 有 一 与 A 对 应 的 : 元 函数 了:[0,1]: -> [0,1]. 如 前 所 
述 , 它 的 积分 可 记 作 (R)| Fdo. 为 简化 符号 起 见 ,以 下 也 经 常 以 
A if. 
| 定义 5.1.3 设 AEF(S), 则 称 
rr(A) = (R)| Adu (5.1.3) 

为 A 的 RR 一 真 度 . | 

注 5.1.4 o(pVq)=o(p)Vo(q),o(—p)=1- vulp) ži 
于 任何 荀 活 算 子 都 成 立 .所 以 对 于 不 出 更” 的 公式 4 RAR 
是 不 依赖 于 R 的 选取 的 ,这 时 A RAAR- 真 度 取 同 一 值 ,我 们 
称 它 为 4 的 绝对 真 度 , 记 为 *“(A). 又 ,本 章 中 不 加 声明 的 玉 jh 
Łukasiewicz 的 蕴涵 算 子 Ri ,这 时 把 A BJ R — - 真 度 简称 为 真 度 ， 
并 简 记 为 r(A). 

例 5.1.5 B p, 为 原子 公式 , 则 


r'()=r'(0)=7, 
r"(pVq)=+, t'An, 614 


r*(pV>p)=Ż, r*(pA>p)=4. 


事实 上 ， 
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. 1 * 1 
T (p) = [ zdz = 4, r (a) = | ydy = $. 


又 ,由 图 $.1 知 
f / 


图 5.1 


r"(p V q)= INKE V y)dzdy 


= | zam: + | ae 


xz=y z<y 


=Í wzdoz+| wyd 
f A 2 a2? 602 


= [ zaray + J | >aydz 


_ 1 .. 1 _ 2 
=3+t3 3: 


r*(p A q)= j. wy da +f mrda 
2 2 


= | yazay + [ zavaz 


1 
3' 
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最 后 
1 
r* (0 V —b) s| V —=)dz 


$ 1 3 
-| — z)dz + jzdz =+ 
t 
r*(p A —b) -[ A —=)d=z= 


1 1 
2 _ 1 
-f zdz + ha _z)dz = 才 . 


例 5.1.6 计算 rc(p>q)5 r((p>g)>—>pN\ q). 
解 (O = | [0-2 +y) Aldo 


= | aydo2 十 | wtl — z + y)deo 
2 2 


5 
z 


N 
|= 


L, (b>) >p q 对 应 于 二 元 函数 
px,y) = ((1-—z)+ y) A1— (1 - z) V y. 
如 图 $.2. 不 难 验证 


图 5.2 
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# S, E g(z,y)=1- =, 

在 Sy 上 e(z,y)= y, 

E S, E eg(z,y)= =, 

# S, Eg(z,y)=1- y, 
所 以 


r((p— q)— —p V q) = | pdwz 
=| (1 — r)deə + | ydas 十 | xdæz + | (1 一 yjdoz ` 
因为 


1 
l-r . 
(1 — zdan = ff (1 — z)dydz = Sa 


1 


| 
as l- ydzdy = 24: 
j 


s 


J. a — y)da2 = S 一 yjdzdy = 5. 


所 以 (pgp Va). 


请 读者 自行 计算 r(p>q) r(—p V q),z(p->—p 4q) 以 及 


THABA p Ap) ,这 里 p,q 与 pi(i=1,…,4) 均 属于 S. 


显然 ,逻辑 等 价 的 公式 有 相等 的 真 度 ,但 反之 不 真 .如 b q 


的 真 度 相 等 ,但 并 不 是 逻辑 等 价 的 . 
3.R 真 度 与 5- Si Pr sk 


设 AE FS), 若 对 于 每 个 R 赋值 伍 有 z(4) 之 a, 则 称 A 


为 a 重 言 式 .这 时 显然 | 有 dw > a WA 


命题 5.1.7 W ACF(S).# A 为 关于 R 的 a 一重 言 式 , 则 
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A J R WE za (A)2a. 
上 述 命题 之 北 显 然 不 真 ,如 r" (p)= 方 ,但 原子 公式 p BA 
不 是 a 一 重 言 式 .但 下 面 定理 成 立 . 
定理 5.1.8 设 AEF(S), 则 
r(A) = 1 当 且 仅 当 A 是 Ru - EAR. (5.1.5) 
证 由 命题 5.1.7, 若 A 是 关于 Ru 的 重 言 式 , 则 r(A)=1. 
反 过 来 , 设 A=A(pi,…,pa)€EF(S) 且 r(A)=1. 0 


zz)dzredm = 1. 


因为 A jePE k E A EHT = (Z, Z, ) 处 的 值 小 于 1, 如 
等 于 1-e, 则 A 在 三 的 某 个 具有 正体 积 的 小 邻 域内 的 值 小 于 1- 


EATA EA, 上 的 积分 将 小 于 1. 矛盾. 可 见 A EA 上 恒 等 于 


1. 所 以 A 是 关于 Ri 的 重 言 式 . 
注 5.1.9 上 述 定理 也 可 推广 到 rg(A) 的 情形 ,只 要 R 作为 
二 元 函数 是 连续 的 就 行 .但 车 R 不 连续 , 则 当 rp(A)=1 时 AA 不 
必 是 关于 R 的 重 言 式 . 如 ,考虑 
A = A(p,q) =[(p —q)— —b V q] V 
[(q > p) > —q V pl. 
E R AR MAREEN vE NR» 


1, (p) Æ (q) 
oA) = o) V vla), olp) = ola). STO 
换 句 话说 
1, zi = z2 
Alai, z2) = 本 一 zı) V z2, zi = r2- 


因为 [0,1] 的 子 集 Ilzi x) |zí z] 的 测度 等 于 1. 所 以 
tr, (A)=1. 但 由 (5.1.6) 式 知 A 不 是 关于 Ro 而 言 的 重 言 式 . 


下 面 的 命题 是 自明 的 : 
命题 5.1.10 设 AEF(5), 则 z( 一 A)=1- rt(A). 
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由 此 即 得 定理 5.1.8 的 如 下 推论 : 
推论 5.1.11 设 4EF(S), 则 r(4)=0， MERX A 是 Rs 
TAR. 


4. 积 分 推理 规则 


现在 考虑 以 下 三 个 问题 :个 当 r(A)>a, rl A—>B) >p it 
r(8) 如 何 ? OH r(A—>B) Za, r(B>C)>p irl A—>C hint? 
OE r(A>B)>a,r(A>C)>R 时 r(4 一 互 AC) 如 何 ? 以 下 分 
别 回 答 这 三 个 问题 . 


QD 积分 MP 规则 


定理 5.1.12 设 A,BEF(S). 若 tr(A)=1 且 rz(A->B) 
=1, 则 r(B)=1. f 
证 ük r(A)=1 H #=(A—B)=1,W| hW 5.1.8% A 5j 
A—B 都 是 关于 Ru BJ Pí z, BM, HA C OR ， 
vt(A)=1 
且 
Ru(o(A),ə(B)) = (1 ~- vA)+ (B) A 1 = 1. 
从 而 v(B)=1. 即 B 为 关于 Ri 的 重 言 式 .所 以 由 定理 5.1.8 得 
r(B)=1. 
定理 5.1.13 ÚW AA,B€ F(S).# r(A)>a ,r(A—B)28, 
则 -(B)Z=:a + 8-1. 
证 ”由 积分 不 变性 定理 ,不 妨 设 A 与 B 含有 同样 的 康子 公式 
Piss pn 这 时 由 定理 中 的 条 件 知 


r(AÀ) = | Adu, =a, 
r(A — B) =f (1-A + B) A Ido, 2 B. 


由 此 得 
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(B) =| Baa.= | [A + (1 - A + B) - tlden 


>f, [A + (1-A +B) A1- 1ldo, 
=a + B - 1. 
四 积分 HS 规则 


定理 5.1.14 Ë A,B€ F(S).# *(A—B)=1,r(B—C) 
=1, 则 -(A—C)=1. 
证 i r(A—>B)=r(B>C)=1. 0 hEm 5.1.8, A>B 5 
BC 都 是 Ru 一 重 言 式 . 即 , YuE DR 
1-—2(A)+2(B)2>1,1- o(B)+ o(C)2>1. 


Jü 1-.(A)+ 2(C)>1.Ell A 一 C JJ Ru - EFA. MA r( A 
—C)=1. f 

定理 5.1.15 WA,BCF(S).# r-(A—B)2>a ,z( B— C) 
之 B, 则 #+(A—C)Za tpl. 

证 ÜWAY=[Íe€CAJ|(1-A+C)(&e)>11. BI 


(A-C) =| de + f, (1-A + Cd 
=| .do +f ta -A +B) 
+(1-— B+ C) - 1]do 
=f dw + | 0-A + B)de 
+ f (1 - B + Ö)dw - f aw 
- (| -do +j 0 -A+ B)dw) 
+ (| dw +f a — B + C)do — i) 


>| (G-A +B) A idw 
A 


+f a- B+G) Ade -1 
4 . 
=a + B - 1. : 
回 积分 交 推理 规则 


定理 5.1.16 设 A,B,CEF(S). 若 r(A>B)= 1,r(4 一 
C)=1, 则 r(A—BAC)'=1 
证 由 定理 S.I. 8 可 知 A 一 B 与 A4 一 C 都 是 RL, 一重 盲 式 ， 
即 ,对 每 个 C Oa, , 
v(A — B) = (1 — (À) + v(B)) AT=1， 
vl A >C) = (1— oO(A)+2(C)) A 1 = 1. 
不 妨 设 o (B)<co( C) ,这 时 
v(A—>BAC)=(1-v(A)+to(BAC))AILI 
={1-vlA)+t alB) A 1 = 1. 
因为 v 是 任意 的 ,所 以 A 一 BAC 是 Ru 一 重 言 式 ,从 而 r(A—>B 
AC)=1. 
定理 5.1.17 H A,B,CEF(S) e>0.# r(A—B)2:1- e, 
r(A—C)2>1- e, W +(A—BAC)2(1- /2e 2. 
证 令 E1= [woE4|(A- 百 )(w)<1-Y 2s1， 
E= lw CA (A>C)lo)<1-v 2e}. 
EE 5 E, 的 测度 分 别 为 
mË, = di 与 mE, = dx, 
则 


[amas =|, (A Bidu + (A Bdo 
<di(l -Ve)+1- dı = 1- dı vže. 
所 以 由 假设 知 
| 1 -diVR>1i-e, a<. 
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同 理 d< |E. TAXE A-E UE, 上 
(A = Blw) 21 — /2e, (À —C)(a)21 - ve, 
MAE A— E, U E, E 
(A >B A C)(e)2:1- /2e. (5.1.7) 
X.,A— E UE 的 测度 / 
m(A— E; U E;) EmA — mE- mË, = 1- d, - d; 
21-2 > =1- /2e 
(5.1.8) 
所 以 由 (5.1.7) 与 (5.1.8) 得 


| ABA Od > (XB A Ddw 
A A-E UE, 


SU- /2e °. 

Æ 5.1.18 注意 关于 上 ukasiewicz 蕴涵 算 子 而 言 的 赋值 vw 也 
满足 

s(A— B A C) =R(o(A),o(B) A v(C)) 

=R(%(A),ə(B)) A R(o(A),2(C)). 
所 以 定理 5.1.17 是 下 面 缚 论 的 特殊 情形 : 设 f;A 一 [0,1],g: A 
>[0,1]. 者 | fdv S1- e,f gdw>1- 6M) (fA g)dw> (1 
一 VY2s .此 结论 可 像 定 理 5.1.17 的 证 明 一 样 去 证 明 . 这 里 1 — 
e 的 出 处 如 下 ; 设 
E, = le € À | f(o) < el, mE = dj, 

则 


| fao= 上 fdw +| fde < cd + (1 — d)) 


= 1- (1 - c)d.. 
由 假设 知 
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1-G(l-¿)di21- e, Ki di < Š. 
同 理 , 令 

E, = |o € À ! g(o) < cl, mE, = d3, 
则 


di RT 
因为 至 少 在 测度 为 1- di — d, 的 范围 内 fA 人 g 的 值 大 于 或 等 于 c， 
所 以 


(1—c -2e) ` c 
Jura pda >- ai - dye > 04. 


4 
(1 — += —2e) * Z 


t-z 
可 求 得 p(x) 在 [0,1] 中 有 一 极 大 值 ,其 稳定 点 可 令 p (z)=0 而 
求 得 , 即 c 二 1 一 v2s .这 样 就 有 


| A g)de > 9(1 - /2e) = (1 — /2e °. 


glz) = 


85.2 真 度 值 在 [0,1]j 中 的 分 布 


本 节 中 将 证 明 全 体 可 能 的 真 度 之 集 作为 [0,1] 的 子 集 是 没有 
孤立 点 的 . 换 句 话说 ,对 任 一 公式 A 的 真 度 r(A) 而 言 ,有 蜡 于 A 
HARB, HAR r(B) 与 r(A) 之 差 的 绝对 值 可 小 于 任何 预先 指 
定 的 正 数 .我 们 需要 两 个 引 理 如 下 : 

引 理 5.2.1 设 se>0, 则 FF(S) 中 有 公式 A 满足 0<r(A)<e. 

证 设 A=pPi 人 …Ap(n=1,2,…), 这 里 ES 且 当 i 
BL piEp li j=l n) W +(A,)2>0 显然 成 立 .以 下 只 须 证 明 

limr(An) = imz( A © A ps)=0. (5.2.1) 
事实 上 , 令 
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Š, = (zi,"“", Za) € [0,1]* | z; > bn; = lyen 


(5.2.2) 
则 5 的 测度 (Lebesgue 测度 ) 
mò, = (1 my. (5.2.3) 
令 4=[0,1]", 则 在 A-8 E 
ziA A ma LEF (5.2.4) 


便 成 立 . 所 以 由 (5.2.3) 与 (5.2.4) 得 
elpa A A Da) = | Ga A = A z.)do, 


=Í (zi À =° A zx) dw, +f (ri À ° A z,)do, 
EA 8 
< + (1- ny, (5.2.5) 
on n 


因为 lim E2 =0, H h 


(1 时) =o. 
所 以 由 (5.2.5) 即 得 (5.2.1). 
注意 ,以 上 并 未 用 到 RL,, 所 以 (5.2.1) 可 改写 为 更 一 般 的 
limr* (p1 À A Pa) = 0. (5.2.6) 
31 5.2.2 设 el>0,e2>0, 则 FC(S) 中 有 公式 A = 
A(pi "5 pn) 满足 
m {Cxi sta) € [01 1 A(zi,""", z.) Z erl < e>. 


(5.2.7) 
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证 车 FF(S) 中 每 个 公式 4 = AC. p, BREE 
(5.2.7) ,Wj H 


| Adon = L. Adon + E > | ro, Ade, e-e 


恒 成 立 知 对 每 个 公式 A 33 c(A)Ze e. 这 与 引 理 5.2.1 相 矛 
盾 . ) 
定理 5.2.3 设 AEF(S),se>0, 则 下 (S) 中 有 公式 吾 , 满 中 
条 件 rz(B) 隆 r(A) 且 | 

1 z(A)- z(B) i< e. (5.2.8) 

证 车 zfA)J=1, 由 下 理 5.2.1, 取 DERECS) 使 
0< r(D) <e.. 

$ B=D, Mj r(B)=1-r(D)Ær(A)H (5.2. 8R . Pr LATI 
设 r(AA)<1. 这 时 闭 r(A)>1-e, 令 B 为 任 一 重 言 式 , 则 (B) 
rz(A) 旦 (5.2.8) 成 立 . 所 以 可 进一步 设 r( 及 ) 志 1 一 e. 取 自然 数 
使 


+< 5. (5.2.9) 
再 由 引 理 5.2.2, 8 p A. A p, IB D€ F(SXÍ# 
mlu € Ai Da) > 二 < 5 (5.2.10) 


& B=—A—D,!l 
B= Ru(—A,D) = (A+D) A 124. (5.2.11) 
这 时 由 (5.2.9) 与 (5.2.10) 得 
r(B) =| Bae = | Bao + f Bao 


pt DA 
£ E zl 
<> + f a + Dide < 2 +f (a 十 y Jde 
b<1 
Š +fAd 1 <| Adw +e. (5.2.12) 
à A 


由 (5.2.11) 与 (5.2.12) 即 得 (5.2.8). 


以 下 证 明 r(B)Ær(A). PREH r(A)S1-e H 


mlw € A | A(6) < 1! > z. (5.2.13) 
X,#H D=p A Ap, 知 万 在 4 上 几乎 处 处 大 于 零 . 即 
mle € A | D(o) > 0] = 1. (5.2.14) 


由 (5.2,13) 与 (5.2.14) 知 有 wocA 使 
Aloo) < (Alw) + D(wo)) A 1 = B(eo). 

H À 5 B 为 连续 炒 数 知 wo 有 一 正 测度 的 小 邻 域 c, B (o) > 
Al É o LERZ. X, BZA, MVA r(B)>r(A). 

Æ 5.2.4 定理 5.2.3 表明 在 每 个 真 度 值 的 任意 小 的 邻 域内 
还 存在 着 其 它 不 同 的 真 度 , 即 , 全 体 真 度 值 之 集 是 没有 孤立 点 的 . 
请 读者 考虑 ,全 体 真 度 值 之 集 是 否 在 [0,1] 中 秽 密 ? 即 , 任 取 a€ 
[0,1], 对 任意 给 定 的 正 数 e ,是 否 存在 公式 AC F(S)Ëš a — £ < 
T(A)<ate? 


$5.3 积分 相似 度 理论 


利用 积分 方法 可 以 在 FF(S) 的 公式 之 间 引 人 相似 度 的 概念 . 
EX S.3.1 设 A,BEF(S), 则 称 


(A,B)= | R(A,B) A R(B,A)dw (5.3.1) 


为 A 与 B 之 间 的 RR 积分 相似 度 , 当 部 (A,B)=1 时 称 A 与 B 是 
R 积分 相似 的 , 记 作 AcoRB. 
当 民 取 为 Lukasiewicz 蕴涵 算 子 时 88 与 CO 的 下 标 及 将 略 
去 .这 时 车 4c2B , 则 称 A 与 B 积分 相似 .注意 1-A+B 与 1-8B 
+A 之 中 至 少 有 一 个 不 大 于 1, 得 
“A.B = | [(1- A+B)A (1 B + A)]du 
(5.3.2) 
下 面 两 个 命题 是 自明 的 . 


命题 5.3.2 HA,BEF(S), H R # E 
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R(a,b)=1 当 且 仅 当 a < b, 

则 

Dér(A,A)=1. 

ü)%$ A<B 时 (A,B)= rr(B—>A). 

命题 5.3.3 设 A,BEF(S), 则 | 

ü r(A, B)Str(A—>B)^ tr(B>A). (5.3.3) 

ü) 名 (4,B)= 总 (B,A) 

定理 5.3.4 É A,BCF(S),Mi 

AVB ERX A 与 召 是 逻辑 等 价 的 
证 设 AcB, 则 由 (5.3.2) 以 及 Ri 的 连续 性 知 
1-A+B=1-B+A-=1 
ERI. BD. AS WIB v€ fg， ， 
vÍ — B) = v(B —> A) = =1 

恒 成 立 .由 此 得 o(A)<o6(B)5 v(B)S&v(A), B o (A)= (B) 
恒 成 立 . 所 以 4 与 B 是 钦 辑 等 价 的 , 反 过 来 , 当 A 5 B 逻辑 等 价 
时 , 沿 相 反方 向 推理 便 知 AAB. 

例 5.3.5 R Elpa) Elp. pN q). 

E Etp,9)= Í [(1-z+y)A(I-y+z)]de.*+ 

= [(z,y) z< y!, Sy= I(z,y)! x= > yl, 

则 


&(p,q)= | (1 - y + z)dzdy +Í, (1 — z + y)drdy 


(zz V y) A (z V y— z)]do 


(p.p V q) ) =| 
=| G V y— x)dw 
-| 


(y -> 工 )da f (z — I)dw 


5 
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以 下 讨论 &:F(S)xF(S)>[0,1] 的 进一步 的 性 质 ， 
31% 5.3.6 设 f(z,y)= Ru(z,y) AR. Oy, z), 


flasc) fla,b) + f(b,c) — 1. (5.3.4) 
证 Basc, M 
flase) = 1—c +a. (5.3.5) 
Diba, M 


fla,b)=1-a+b, flb,c)=1-c+6. 
E 2b-a<a 得 
fla,b) + f(b,c) =2-c+(2b-a)<2-cta. 
从 而 由 (5,3.5) 知 (5.3.4) 成 立 ， 
DR abse. M 
fla,b)=1-b+a, flb,c)=l1-ec+b. 
所 以 
f(a,b)+ /(b,c) =2- ¿c +a. ' 
由 (5.3.5) 仍 得 (5.3.4). 
iiit < b, 
f(a,b)=1-b+a, f(b,c) = 1-b+c. 
这 时 
f(a,b)+ f(b,c)= 2-2b+a+c 
=2—c+a-2(b—-c)<2- c +a. 
所 以 由 (5.3.5) 知 (5.3.4) 也 成 立 . 
当 a >c 时 类 似 可 证 (5.3.4) 式 成 立 ， 
定理 5.3.7 WA,B,C€ F(S).# E(A,B)>a,£(B,C) 
之 B, 则 . 
#g(A,C)= a+B-1. 
证 由 引 理 5.3.6 即 得 
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ECAC) =f (AO), > | LACA,B) + B,C) -do 
=| Bae + | (8,Cya, -| du 
=&#(A,B)+ë(B,C)-12> a +B8-1. 


95.4 FF(S) 上 的 伪 距 离 


利用 积分 相似 度 可 以 在 下 (S) 上 引入 伪 距 离 如 下 : 
定义 5.4.1 设 A,BEF(S), 规 定 
P(A,B)= 1- ë(A,B). 
定理 5.4.2 p:F(S)xF(S)->[0,1] 是 F(S) 上 的 盆 虐 离 . 
证 设 A,B,CEF(S). 则 由 命题 5.3.2 得 
Dp(A,A)=1- (A.A)=1~1=0. 
ijo(A,B)=1-ê(A;B)=1-(B,A)=p(B,A). 
又 ,由 定理 $.3.7, 有 
E(A,C) > E(A,B) + e(B,C) - 1. 
从 而 有 
ii)e(A,C)=1- (A, C)S[1- lA, B)}]+[1-8(B,C)] ` 
=plA,B)+o(B,C). 
在 F(S) EET 838 3 E RE EIA AREN d 
WF: 
EX 5.4.3 设 A,BEF(S), 则 


d(A,B) =Í, 1A -B |do. 


那么 d 与 p 的 关系 如 何 呢 ? ARE 4 = o. 即 下 面 的 定理 成 
3F: 
定理 5.4.4 d=p, 即 ,对 任 二 A,BEF(S)，, 
d(A,B) = p(A,B). 
证 容易 验证 
1-(1l-a+b)A(1-jb+a)=la-Bbl. 
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所 以 
p(A,B) = 1- 8(A,B) 


-f [1 - (1-A +B) A0 -B+ AĀ)]dw 


=Í, 1A -B |de= ad(A,B). 
命题 5.4.5 HA, BEF(S), W 
o(—~A, ~B) = p(A,B). (5.4.1) 
证 


Bf 一 和 ,一 下) =a(—A,—B) = f | >A - —B i| dw 
=| 10-8) -0 -B) Ido 
A 


=| 1 B- Á de = d(B,A) 
推论 5.4.6 W A,A, EF(S) (n=1,2,…). 则 
limo(A,, A) =0 当 且 仅 当 limo( ~An, >A) = 0. 


(5.4.2) 
推论 5.4.6 表明 非 运 算 “ 一 "在 (FE(S),p) 中 是 连续 的 .以 下 
讨论 并 运算 “V ”与 蕴涵 运算 >” 的 连续 性 ， 
引 理 5.4.7 设 4,5,c 是 实数 , 则 
laVce-5bVcI|l<la-b5b! (5.4.3) 
证 不 妨 设 acb. AE ca, 
laVc-bVcel=la-bi. 
Balch, M 
laVc-bVecl=lce-bi<ila-bl. 
# b<c,)l 
|aVe-bVecl=lc-c1=0=<1la-)bl. 
所 以 (5.4.3) 成 立 . | 
命题 5.4.8 W A,.,B,C,DCF(S), H 
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pAB)<e, plC,D)< Ee, (5.4.4) 
p(AYV C,B V D) < 2s. (5.4.5) 
证 由 引 理 5,4.7 与 (5.4.4) 式 得 
np(4VC,BYVD) =| IAV Ē-BVD idw 


<| !AVC-BVCId 


<| !A-B1dw+f (COD la < 2e. 
所 以 (5.4.5) 式 成 立 . 


推论 5.4.9 设 A,B,A,,B,.EF(S) (n=1,2,…), 则 当 
limp(A, , A) = lm p(B, , B) = 0 


时 
lime(A, V B,,A V B) = 0. ` (5.4.6) 
由 推论 5.4.6 与 5.4.9 易 证 下 面 的 
推论 5.4.10 设 A,B,A,,B,EF(S) (n=1,2,…), 如 当 
lmp(As,A)= lmp(B.,B}=0. ` 
时 


Jimet4 A BA AB)=0. (5.4.7) 
引 理 5.4.31 设 a,b,c,dEe[l0,1], 则 
| Ra,b) — Ruled) [SIla-ecltlib-di. 
(5.4.8) 
证 Hasb W h cd 则 
I Ru(a,b) — Ri(c,d) | 
=|1-(1l-c+d)!l=c-d=at(c-a)-d 
=<b+(c-a)—-d=<la- c I+1|5- dl. 
# <d, 
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| Rula, b) — Ru(c,d) | 
=ll-11=0=<la-c +I b - dil. 
当 &>5&8 时 可 类 似 证 明 (5.4.8) 式 成 立 . 
命题 5.4.12 设 A,B,C,DEF(S), 则 
pl(A—B,C— D)Sp(A,C)+ o(B,D). (5.4.9) 
证 由 引 理 5.4.11 得 


p(A > B,C— D) =| I (A >B) - (C> D) | dw 


<| 1A-Cldot| -51do 
=e (A,C)+ p(B,D). 
推论 5.4.13 BH A,B, A , B EFS) (n=1,2,…). 若 
limp(A,,A) = limp(B,,B) = 0, (5.4.10) 
则 
limp(As > B,,A — B) = 0. (5.4.11) 
总 结 以 上 各 性 质 得 
定理 5.4.14 在 伪 距 离 空间 (F(S),p) 中 ,一 元 运算 “一 “与 
二 元 运算 “VY ”,“A ”与 “>” 都 是 连续 的 . 
对 FF(S) 中 的 任 一 公式 及, 定理 5.2.3 说 F(S) 中 有 真 度 与 
A 的 真 度 不 同 但 充分 接近 的 公式 .在 伪 距 离 空间 (F(S),p) 中 也 
有 类 似 的 事实 成 立 . 
定理 5.4.15 设 AEF(S),e >0. 则 在 伪 距 离 空 间 
《F(S),p) 中 有 公式 B 满足 | 
0< plA,B) < e. (5.4.12) 
证 由 引 理 5.2.1, 取 公式 DEF(S) 使 0<t(D)<e, 且 使 
D#A EJLF df dj: K (31, D = p A A p, 即 可 ). 车 
Tt(AA)=1, 则 由 (5.1.5) 知 A 为 Ri 一重 言 式 . 令 B= 一 DD， 
则 


p(4,B) =1- | (A — B) A (B> A)du 
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=1-j I(B) A 114 


=1 - =(—D) = r(D). 
所 以 (5.4.12) 成 立 . 若 r(A)<1,+ B= —A—D. WB EHSA 
vE fa ULAS oB). i v(A—>B)=1. Ti 


p(A,B) =1- | (AB) A (B Ado 
=1-| (6-3 =1-| G - B+ A)do 
A å 
=1-| FL (A+D) AL+Aldy 
A . 
<1- f [1-A -D+ Ajda 
` =1 -fa 一 万 )duw = J Bas, = r(D), 


AA o(A,B) <e. X, h r(A)<1% À FERL- RAA B 
aC A EAL WA # e 的 某 具 有 正 测度 的 小 邻 域 内 值 小 于 1. 
因为 五 在 4 上 几乎 处 处 大 于 零 ,所 以 1A -Bi=|A-(A+D) 
A1| 在 的 具有 正 测度 的 某 小 邻 域 内 几乎 处 处 不 为 零 .由 此 得 


p(A,B)=| 1A -8B | dw >0. 


这 就 证 明了 (5.4. 12) 式 . 

注 $5.4.16 当 6(4,B)=0 时 ,由 定理 5.4.4 坟 及 二 5B A 
连续 性 可 得 和 = 百 .但 这 时 不 必 有 A=B( 如 A=p>p,B=g>g)， 
所 以 p 不 是 下 (S) 上 的 距离 . 

最 后 , 易 证 是 F(S) 上 的 关于 “一 ,VY ,人 ,> MARRA, 
这 里 >” 是 Lukasiewicz MWA T. AAR FU4SJAOD 是 一 (一 ,V ， 
-) 型 代数 . | 

EX 5.4.17 # F(S)/O23 Lu- Lindenbaum 代数 . 设 AE 
FIS), WLA jn TEA 所 在 的 同 余 类 . 

由 定理 $.3.4 知 对 任 二 A ,BEF(S)， 
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A~B 当 且 仅 当 [Aj = [Bl]... (5.4.13) 
再 由 定义 5.4.1, 定 理 5.4.14 与 定理 5.4.15 得 
定理 5.4.18 (F(S$S)AD,p) 是 距离 空间 ,这 里 
pl[Al LB],) = p(tA,B), 
且 
1 一 ,V ,A ,一 都 是 (F(S) 人 Mo,p) 上 的 连续 算 子 . 
(FF(S)Mop) 中 没有 孤立 点 . 


85.5 _F(S) 中 的 近似 推理 


如 在 本 章 一 开始 所 说 的 ,本 书 中 Eukasiewicz 命题 演算 系统 中 
不 合 常 值 命题 ,不 涉及 其 公理 体系 ,因而 也 不 讨论 完备 性 问题 .但 
是 推理 是 从 一 组 预定 的 公式 T 以 及 公理 出 发 运用 推理 规则 来 进 
行 的 .有 了 公理 以 及 推理 规则 也 就 有 了 定理 .所 以 基于 丁 的 推理 
也 就 是 从 厂 以 及 全 体 定理 出 发 运用 推理 规则 所 进行 的 推理 . 本 章 
的 Lukasiewicz 命题 演算 系统 既然 不 涉及 公理 ,也 就 不 涉及 定理 . 
我 们 将 用 真 度 等 于 工 的 公式 取代 定理 的 地 位 ,也 就 是 用 重 言 式 取 
代 定 理 的 地 位 来 作 推理 的 , 因为 推理 是 形式 化 的 演绎 ,而 重 言 式 则 
属于 语义 的 范围 ,所 以 我 们 的 推理 实质 上 是 一 种 语 构 与 语义 相 结 
合 的 混合 推理 . 我们 使 用 的 推理 规则 是 MP 规则 ,不 使 用 交 推 理 规 
则 ,因为 后 者 是 与 Z -AA CISAAT Ro 配套 使 用 的 扒 
理 规则 . 


1. 真 度 与 距离 之 关系 


定理 5.5.1 设 A,BEF(S), 则 
当 r(A)=a,r(B)= 8 时 pt4,8B) 委 2 一 ae 一 有 
(5.5.1) 
证 由 
la-bl=ia-1+1-bI%ll-a!+11-b1 
M | 
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p(tA,B) =| 1A -B | dw <f, 1-A idut j 1 11- Bl do 


=f (1 -Ado + | a - Dya, 


=1- r(A)+1-r(B}=2-a-8ß. 
推论 5.5.2 HEJ 1 的 各 公式 间 的 念 距离 为 堆 . 
定理 5.5.3 设 A,BEF(S), 则 
当 r(4) = ao(4,B)=e 时 (B) ža-e. 
(5.5.2) 


r(B)= | Baw >| Ado- f 1A -B | dw 
= a — e. 


推论 5.5.4 ” 伪 距 离 为 堆 的 公式 有 相等 的 真 度 . 
2. 准 证 明 与 准 推理 


以 下 用 全 表示 全 体 真 度 为 1 的 公式 之 集 , 即 
= {A € F(S) | =(A) = 1 (5.5.3) 
定义 5.5.5 F(S) 中 的 准 证 明 是 一 个 有 限 序列 
1 (5.5.4) 
其 中 对 每 个 i ,或 者 ACET, REA j, k < fE A, E: iB A, 5 
A, 运用 MP 规则 或 HS 规则 而 得 的 结果 .序列 (5.5.4) 叫 A, 的 准 
证 明 ,A, 叫 准 定理 , 记 作 (quasi) FA, RAA) HA. 
由 积分 MP 规则 与 积分 HS 规则 立即 得 
命题 5.5.6 设 A 为 稚 定理 , 则 r(A)=1. RIE, # r(A) 
=1, 则 A 是 准 定理 . 
定义 5.5.7 设 AEF(S),TCF(S), 从 古 到 A 的 准 推理 是 
一 个 有 限 序 列 (5.5.4), 其 中 A, = A ,有 目 对 每 个 i<<n,A;E TUT, 
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或 者 有 jik <i EA E: A; 5 A, 运用 MP 规则 或 HS 规则 而 得 
的 结果 .A MT 的 n 级 准 推论 , 记 作 


(Qr® FA, 
ri £ x 级 准 推论 之 集 记 作 (gq)Ded(T'"), 或 简 记 作 
Dr)Y. I 
显然 


DIH) = p(r)) = T U r, 
DU“®) C p(rt@e+)) n = 1,2,:--. 
由 定理 5.1.13 r Wn SEE I9 E BEBE. r 中 各 公式 的 真 麻 ， 
有 关 , 又 与 卫 到 A 的 准 推 理 长 度 n 有 关 . 当 芽 中 各 公式 的 真 度 均 
大 于 或 等 于 a ht, r BJ n 级 准 推论 的 真 度 估计 与 古老 的 斐 波 那 契 
数列 有 关 . 
定义 5.5.8 自然 数列 


(5.5.5) 


Mi ts 
叫 斐 波 那 契 数列 , 若 u (= xz=1, 且 
ln + tt,+1 一 Untz’ n = 1,2,2. (5.5.6) 


斐 波 那 契 数列 有 许多 有 趣 的 性 质 ,比如 ,虽然 它 的 各 项 都 是 自 
然 数 ,但 其 通 项 公式 却 是 含有 无 理 数 的 表达 式 , 即 


u, = 1 (1) (lS). G.s.7) 


5, 2 VS 2 
这 是 容易 用 数学 归纳 法 证 明 的 . 又 ,以 o, 记 数 列 的 前 n 项 之 和 , 则 
gn = Unt2 1. (5.5.8) 


这 一 公 寺 也 是 容易 用 数学 归纳 法 证 明 的 .(5.5.7) 式 与 (5.5.8) 式 
的 证 明 留 给 读者 作为 练习 ， 

定理 5.5.9 设 AEF(S),TGEF(S),AED(T')), 如 果 对 
每 个 BET 均 有 rtB) 之 a, 则 

TA) I a — 1) + 1. (5.5.9) 

这 里 u, 是 斐 波 那 契 数 列 的 第 n 项， 

证 4n=1ĦAETUL,r(A)2a. X, uü = l,u, (a — 1) 
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+1=a. 所 以 ($.5$.9) 式 成 立 . 
设 当 na 时 (5.5.9) 式 成 立 .AED(OPG+D7, 则 有 人 到 A 
的 准 推理 序列 
AAA (5.5.10) 
车 AETUT, 则 -(A)22a. H e -1S0 8 u (a -1)S<a —1, El 
unla- 1) +12. (5.5. DERE. E A&TUrT, WE ;<k, 
ISk ij tE A J: h A; 5A 运用 MP 规则 或 HS 规则 而 得 的 结 
论 . 由 归纳 假设 得 
r(A.) Z ula — 1) + 1, 
r(A) > u;(a — 1) +1. 
DR i<j M jk iSl EE w,(a 一 1) +1 随 着 u, 的 增 
大 而 减 小 , 则 由 定理 5.1.13 与 定理 5.1.15 得 
r(A)Z=r(A,) + rtA) -1 
u(te -1)+1l+w(e—1)+1-1 
ue — 1) + u (a -1)+1 
=atie —- 1) + 1. 
即 公式 (5.5.9) 当 n= 名 +1 时 也 成 立 .所 以 (5.5.9) 式 恒 成 立 . 
注 5.5.10 由 (5.5.9) 式 看 出 ,如 果 r 中 各 公式 的 真 度 都 等 
于 1, 即 a = 1,W Kit A T 出 发 的 准 推理 有 多 么 长 ,所 得 的 准 推论 
的 真 度 恒 保 持 为 1. 但 是 当 荆 中 各 公式 的 真 度 小 于 1 时 , 则 随 荐 推 
理 长 度 的 增加 ,所 得 准 推论 的 真 度 将 减 小 , 这 时 如 果 把 下 中 的 公 
式 理 解 为 近似 正确 的 公式 ,那么 利用 近似 正确 的 公式 进行 推理 的 
次 数 越 多 ,所 得 的 公式 的 真确 度 自然 会 越 低 .所 以 定理 5.5.9 在 一 
定 意义 下 反 允 了 带 有 语义 因素 的 真 度 概 念 与 带 有 语 构 因 素 的 准 推 
理 之 间 的 某 种 和 谐 性 . . 
$i 5.5.11 设 3CF(S). 以 r(5) 记 号 中 各 公式 真 度 的 下 确 
F. WEM 5.5.9 1, -(T')>0.9 Bf, z(D(T'3)))22(0.9 —1) 
+1=0.8.34 #z(P)220.99 Bf, =(D(T'(8)))2>u (0.99 —1) + 1= 
21x (0.99 一 1)+1=0.79, 即 ,基于 真 度 不 低 于 0.99 的 公式 进行 
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长 度 为 8 的 准 推理 ,所 得 的 淮 推论 的 真 度 不 低 于 0.79. 
3. 发 散 度 与 近似 准 推理 


在 上 面 我 们 已 经 看 到 ,从 r 出 发 的 准 推 理 越 长 ,所 得 淮 推 论 
的 真 度 就 可 能 趟 低 ,对 于 由 不 同 公式 组 成 的 卫 , 其 准 推论 的 真 度 情 
况 可 能 差别 很 大 .我 们 认为 能 推出 真 度 很 小 的 准 推论 的 那 类 Tr 是 
不 重要 的 ,我 们 将 说 这 类 r 的 发 散 度 很 大 ， 
定义 5.5.12 设 ICF(S). 令 
D(T) = {A EF(S)I (oO)THAI, (5.5.11) 
即 | 
D(T) = UD(r®). (5.5.12) 
= 
div(T(®) = supl olA, B) 1 A,B E€ DC) | 
(5.5.13) 
称 div r) T ËJ n KERE. S : 
div( T) = sup|diy(P 0) | n = 1,2}. (5.5.14) 
称 div(CP) 为 卫 的 发 散 度 . 当 div( 卫 ) =1 时 称 卫 是 全 发 散 的 . Tr 
只 含 一 个 公式 A 时 , 称 div({4 扫 为 各 的 发 散 度 , 简 记 为 div( A). 
下 面 的 命题 是 自明 的 : 
命题 5.5.13 设 ICF(S), 则 
div(T') = supfp(A,B)1A,BE DOP) (5.5.15) 
定理 5.5.14 设 TCF(S), 则 
div(T) = 0 当 且 仅 当 卫 三 工 ; (5.5.16) 
证 设 了 ET, 则 对 每 个 AEP,A 是 准 定理 .从 而 由 推论 
5.5.2 知 对 任 二 A,BET,p(A,B)=0. 所 以 由 (5.5.15) 式 知 
div(T') =0. 
反 过 来 , 设 rT. AC T—- T.J -((A)<1.2 B= p—b, 
W| B€ T D(T'). W hH 5.5.4 知 p(4,B)>0, 从 而 
div( 荆 ) >0. 这 就 证 明了 (5.5.16) 式 . 
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在 经 典 逻 辑 的 命题 演算 中 ,如果 p 包含 有 很 “ 坏 ” 的 公式 , 即 ， 
卫 和 包含 有 形 如 一 4 的 公式 ,这 里 4 是 定理 , 则 由 r 可 以 推出 任何 
一 个 公式 , 即 D(T')= F(S). 对 于 Lukasiewicz 连续 值 系 统 而 言 ， 
也 有 类 似 情况 . 

定理 5.5.1S 设 和 下 ERF(S), 如 果 卫 中 有 公式 4 满足 
有 和 一 4, 则 工 是 全 发 散 的 , 即 div(T') =1. 

证 #AEr,A<S~=A. ARTER C. H 
A—C=(—A+C) A1=—A2A 
MLA—(A—-C)€ T.E2 H A€ r 以 及 MP 规则 得 A->CE 
了 (天 ) ,再 用 一 次 MP 规则 即 得 CE D(T'), El 8 T' 的 准 推 
论 . 任 取 重 言 式 B, 则 B 作为 准 定理 也 是 工 的 准 推 论 . 显然 

p(B,C)=1. 所 以 div(T)=1. | 
例 5.5.16 设 T=ipA 一 p|. 令 A=phA-p, 则 -一 A = 
PY 一 pp 之 和 AA, 所 以 研 全 发 散 . | 
以 下 考虑 近似 准 推理 问题 . 为 此 要 用 到 Hausdorff 距离 的 概 
£. 
定义 5.5.17 设 (X,p) 是 伪 距 离 空 间 ,A,B R X 的 非 空子 
集 .规定 
pfz,A) = inflp(z,a) ta € Al,z € X, (5.5.17) 
H* (A,B) = supip(la,B)la C A|, (5.5.18) 
H(A,B) = max{H* (A,B), H*(B,A)}. (5.5.19) 
ML H J: #(X)- iZ) ERDEK, KA 9 (X) — |) E Bj Haus- 
dorff HEB. 为 简便 计 ,也 称 H AX E BJ Hausdorff $S. 
注 5.5.18 DH 是 伪 距 离 的 证 明 可 参看 文献 [34]. 
外) 易 证 当 A=B 时 H(A,B)=0, 但 反之 不 真 .如 当 A 与 B 
分 别 是 FCS) 中 的 单 点 集 p>p 与 qq 时 就 是 这 样 .其 实 ,即使 当 
(X,p) 为 距离 空间 时 H 也 只 能 是 98(X) - |Ø) ERDER. i, 
x X=R BF A=[0,1],B=(0,1),W[ H(A,B)=0,fB AZB. 
下 面 的 定理 是 有 趣 的 : | 
定理 5.5.19 H(X, AHERE, A. B.C 是 X 的 非 空 
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子 集 , 则 
| H(A UC,B U C)< H(A,B). (5.5.20) 
证 显然 当 ECFCX 时 p(x,F)<<p(x,E), 且 当 xEF 时 
plz ,FF)=0. 所 以 
H* (A U C,B U C) = splo(z,B U C) I z € A U Cl 
=suplo(z=,B U C) | z EA} V suplo(z=,B U C I z € C| 
=suple(z,B U C) iz 6 Al 
supl e(z, B) I| z € A} = H*(A,B). (5.5.21) 
同 理 有 
H*(BUC,AUC)=<H*(B,A). (5.5.22) 
由 (5.5.21) 式 与 (5.5.22) 式 即 得 (5.5.20) 式 . 
定义 5.5.20 设 ICF(S),AEF{S). 设 
e = eT ,A) =inf{H(D(T),D(E)) 1 
S F(S),(q)ZFAl.. 
则 称 4 为 工 的 误差 为 e 的 准 推论 。 f ! 
显然 , 当 A 是 TT 的 准 椎 论 时 ,A Er 的 误差 为 0 的 准 推论 , 因 
为 这 时 在 (5.5.23) 中 可 取 号 = 本 . 反 过 来 , 当 A 是 T 的 误差 为 0 的 
蕉 推论 时 情况 如 何 呢 ? 我 们 有 下 面 的 | 
定理 5.5.21 É PCF(S),AC F(S),W 24 A ET 的 误差 
小 于 e 的 淮 推论 时 ,A 到 DD(T) 的 距离 小 于 €. 
证 设 
e = inflH(D(T'),D(2)) | < F(S), CFA| < e, 
则 有 3ZSF(S) 使 
H(D(T),D(2)) <¢ HB (QSHA. 
H À # IERRA A € D(Z) ,所 以 
ADIT)) < H'(D(2),D(T)) < H(D(T),D(2)) < e. 
推论 5.5.22 É PCC F(S),AC F(S). WÆ A 是 荆 的 误差 
为 0 的 淮 推论 , 则 A 属于 DD( 芽 ) 在 空间 (F(S),p) 中 的 闭 包 , 即 
当 e(T,A)=0 时 A ECD(T))., (5.5.24) 
证 设 e(T,A)=0, 则 由 定理 5.5.21 知 p(A,D(T))=0. 
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(5.5.23) 


这 等 价 于 AC (D(T)). 
定理 5.5.21 的 反面 问题 是 复杂 的 ,由 例 5,5.16 看 出 ,由 单个 . 
不 好 的 公式 组 成 的 集 都 可 能 是 全 发 散 的 ,所 以 仅 从 A 与 D(T) 的 
距离 很 小 是 无 法 断定 D(T')5 D(IA1)2 BJ 6 FE BI 65. PA p 
与 A 的 发 散 度 都 不 大 时 ,我 们 有 下 面 的 - 
定理 5.5.23 设 PFCF(S),4ERF(SJ,div(P) 委 8,dir(A) 
<à. HPR o(A.D(T))<e M) e(r, A) <8 +e. BB, ART 的 误 
差 不 大 于 8+e 的 准 推论 . 
证 设 p(A,D(T))<s. 则 有 BED(T) 使 p(tA,B)<e. 这 
时 任 取 AEDA) WMH diwl A)<ç8 #lo (Aí, ASS, Ti 
pAr BYS + e. Pr J 
H*(D(ÍA|),D(T)) =suplp(a .D(P)) | A, € DUA) 
<suplo(A1, B) | A1 € D(1A1)1 
<ë + e. (5.5.25) 
又 , 任 取 B,C D(CT), 则 由 div(T)s3 知 po(Bi,B)S3. 所 以 
p(B DUAD)S p(B1,A) < polB1:B) + p(B,A) 
= 0 +e. 
从 而 
H* (DT), DUAD ` 
=sup{o(B1,D({AD) I BE D(F)} (5.5.26) 
. =<óë +e. 
由 (5.5.25) 式 与 (5.5.26) 式 即 得 
e(P'.A) =inf{H(D(T),D(2)) ! ZC F(S),(9)2 FA} 
s=H(D(T),D(1A1)) Sô + e. 
所 以 及 是 厂 的 误差 不 大 于 5 +e 的 淮 推论 . 
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第 六 章 ” 格 上 的 逻辑 学 


尿 辑 学 中 的 很 多 概念 也 可 以 推广 到 格 上 去 讨论 ,比如 赋值 概 
念 , 重 言 式 概念 、 紧 致 性 概念 等 都 可 以 推广 到 格 上 去 .从 一 定 意义 
上 讲 , 这 种 推广 以 及 在 一 般 框架 下 得 到 的 结论 可 能 反映 出 的 是 各 
概念 之 间 更 为 本 质 的 联系 ,本 章 首先 讨论 完备 格 上 的 逻辑 学 ,然后 
讨论 一 个 特殊 情况 下 的 逻辑 学 , 即 抽象 模糊 逻辑 学 ,或 L- fuzzy Ë 
HF. 它 是 学 习 下 一 章 “Pavelka 的 逮 辑 学 "的 基础 . 


$6.1 闭 包 算 子 与 闭 包 系统 


定义 6.1.1 设 上 是 完备 格 ,] :LL 是 映射 . 如果 对 一 切 
z,y€ L 以 下 条 件 成 立 ; 

OJ 是 保 序 的 , 即 , 当 z< BJ (z)<J(y). 

GiS 是 增值 的 , 即 ,z 委 jz). . 

Gi)J ERFA, W, J(J(z))=J(z). 

JEZ#ËK J 为 工 上 的 闭 包 算 子 . 

例 6.1.2 人 D 设 (X ,4%) 为 拓扑 空间 , 工 = (X). 对 每 个 A 
€L,#J(A)=A ,BIJ(A)3 A 的 闭 包 , 则 了 J:L->L 是 闭 包 算 
+. . . 

GDL”, 8) A L-fuzzy 拓扑 空间 ,对 每 个 AG LX, 令 J(A) 
=A-, 则 :LX->LX 为 闭 包 算 子 . 

( 放 ) 设 ( 工 ,wy) 为 拓扑 分 子 格 , YXEL, 令 J(zx)=xz- ,BM J:L 
>L 为 闭 包 算 子 . 

GVE G 为 群 ,L = #%(G). 对 每 个 AEL， 令 (站) 为 由 入 
生成 的 G 的 子 群 (假定 J 儿 ) 为 G 的 单位 e), 则 J:; P(G)>XKG) 
为 闭 包 算 子 . 
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(v) V, 为 n 维 向 量 空间 ,上 = #(V,). HFA E€ L ,+ 
](E) 为 玉生 成 的 子 空间 (约定 J( 几 ) 为 零 向 量 ), 则 J: 80V 
m V, HST. 

(vi) 已 是 经 典 命 古 演算 中 全 体 公 式 之 集 . 工 = 2(F).W X 
EL, M, XCF, wf 是 公理 之 集 . 令 

di(X)= X U <, 
dX) = (X) U Íz | 3y € dX) 


y € dt(X)},k 三 0,1,., 
则 | 
at (X) C d (X) C. 


AX) = Ü (x), 
M2:L>L RL 上 的 闭 包 算 子 .事实 上 , 易 证 名 是 保 序 的 和 增值 
W. AFREK) S2 (X), E d"(9(X))C9(X),x=0, 
1,2, 

事实 上 , 设 zxEdr(9(X)), 以 下 只 须 用 归纳 法 证 明 + € 
UX). 若 n=0, 则 自然 xE 9 (X). RV IC drF( 9 (X)),: € 
MX), 并 设 rE). H PH XARRA zE 
dt( 2 (XX)), 从 而 由 归纳 假设 知 x (X) RE yC (9(X) 
使 yzEdt( 多 (XX)), 从 而 由 归纳 假设 知 y, y >z € 29 (X). X 
时 有 m Wy, y>rEd”(X). JA Ed” XCIX). FA 
(AXC B(X), n=0,1,2, 0. ` 

定义 6.1.3 设 工 是 完备 格 , CCL. WEEZER HH, 
则 称 多 为 工 中 的 闭 包 系统 . 

设 多 为 工 中 的 闭 包 系统 , 则 由 空 交 等 于 工 的 最 大 元 1 知 1 
€ %.1 ERE 名 的 最 大 元 .由 格 论 知识 知 多 自身 构成 一 洛 备 格 ， 
其 中 交 运 算 与 工 中 的 交 运 算 相同 ,但 并 运算 一 般 不 同 于 工 中 的 并 
运算 , 即 , 下 述 命题 成 立 : 
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命题 6.1.4 ÉE jJ L 中 的 闭 包 系统 , 则 

(ü @ 是 完备 格 ,1; EE 旬 ,1i 是 多 的 最 大 元 . 

GDR A E CTE, W| 

O AeA = AA. 
(证 ) 设 4 R ¿BJ TE , 则 
Ved =A;Íz € €l Va € A,z=>>al; 

例 6.1.5 . 设 R 为 实数 空间 , 工 = F(R), € Ë R 中 的 全 体 闭 

集 之 族 , 则 多 是 工 中 的 闭 包 系统 ,其 最 大 元 为 R, 最 小 元 为 好 . 设 


a=|[0o] n=1,2,…|. 风 
AA = Aij [0o ]|z = 1,2, = [0 六 je 名 
VA=A.|B€ 1BI [0 H]: = 2 [0,1] € < 


这 里 VsAAV A=[0,1). 
W L 是 完备 格 . 任 取 工 的 一 个 子 集 C, 由 C 就 可 制作 出 一 个 - 
闭 包 算 子 . 任 取 工 的 一 个 自 观 射 j:L-> 工 .由 j 就 可 制作 出 一 个 闭 
包 系 统 ,事实 上 我 们 有 
定理 6.1.6 (i) 设 工 是 完备 的 ,CCL . 令 
Jels) =Aly€ CI z=<yl,z € L, (6.1.1) 
H) Je:L—L EL 上 的 闭 包 算 子 , 称 为 由 C 生成 的 闭 包 算 子 , 且 


当 C, C G; B,Jc, Se. (6.1.2) 
GD ;: L—L 是 映射 , 令 | 
=lzx€ LI Vy=< z,j(y)< z|, (6.1.3) 
则 细 是 中 的 闭 包 系统 , 称 为 由 7 生成 的 闭 包 系统 ,有 
F ji < p Bf. C € . (6.1.4) 
证 (i)Jc 显然 是 保 序 的 和 增值 的 ,所 以 只 须 证 
Je(e(z)) < Jc(z). (6.1.5) 


事实 上 , 任 取 yEC 使 y 之 x, 则 由 (6.1.1) 知 y2Jc(z). X. 
JclJc(z)) =A {y€ECI y> Je(z)|. 
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所 以 由 y2Je(z) 48 H y 实 Jc(Jclz)). 所 以 (6.1.5) 成 立 .这 就 
证 明了 Jc E L 上 的 闭 包 算 子 .又 ,(6.1.2) 是 (6.1.1) 的 直接 推 
论 . 

” 《让 设 XC% Ha= AX. AW XAD. ER z€ X, H 
{6.1.3) 知 当 <= Bf; (y)<<z. i y<a , 则 对 每 个 z€ X ËJ 
y<=z, ñ ;(y)< z, RA ;(y)SA X=a.B(6.1.3), RRA 
aE€%, 所 以 % 是 上 中 的 闭 包 系 统 .又 ,(6.1.4) 是 (6.1.3) 的 直接 
推论 . i 

推论 6.1.7 W: L—L 是 保 序 增值 映射 , 则 

% = iz € L | j(z) = zl. (6.1.6) 
即 , 由 了? 生成 的 闭 包 系统 丛 由 ; 的 不 动 点 组 成 . 特别 当 ; 是 闭 包 算 
子 时 ,由 了 生成 的 闭 包 系统 恰 由 j 的 不 动 点 组 成 

证 设 j(z)=z, 则 当 y 志 x Hj) ax, i A E 
(6.1.3) 知 z€ €. BR, rEg, MWM yr 时 7(y) 扎 zx. 从 而 
h j MEURIS 知 z< 和 jz)sz ,所 以 1z)=z 即 (6.1,6) 成 
立 . 

推论 6.1.8 V C EL 中 的 闭 包 系统 , 则 

C={zE 工 1Jctz) = zl. (6.1.7) 
即 ,C 恰 为 由 它 所 生成 的 闭 包 算 子 的 不 动 点 之 集 . 

证 设 xEC, 则 由 (6.1.1) 得 Jc(z)=xz. 反 过 来 , 设 Jele) 
=z, 则 由 (6.1.1) 以 及 C 为 闭 包 系统 知 Jc(z)EC, 即 xzEC. 所 
以 (6.1.7) 成 立 . : 

定理 6.1.6 和 它 的 两 个 推论 反映 了 闭 包 算 子 与 闭 包 系统 之 闻 
的 密切 关系 .以 此 为 基础 ,可 以 自然 地 引 人 由 工 的 任 一 子 集 生成 
的 闭 包 系统 以 及 由 工 的 任 一 自 上 映射 生成 的 闭 包 算 子 的 概念 ， 

定义 6.1.9 设 工 是 完备 格 . 

S (W CCL, WA c 生成 的 闭 包 系统 C “是 工 中 包含 C 的 最 
小 的 闭 包 系统 . 

GDE j:L>L 是 映射 , 则 由 j 生成 的 闭 包 算 子 ;“ 是 L 上 大 
于 或 等 于 7 的 最 小 闭 包 算 子 . 
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下 面 的 定理 表明 了 定义 6.1.9 的 合理 性 . 
定理 6.1.10 设 工 是 完备 格 . 则 
全 对 任 一 CCL,L 中 有 一 包含 C 的 最 小 闭 包 系 统 C* ,是 
| C*=%. (6.1.8) 
《过 对 任 一 身 射 j LL, L 上 有 -一 大 于 或 等 于 ; 的 最 小 闭 包 
算 子 ;* , 且 
ji” = Je. (6.1.9) 
证 (GH CCL, 则 由 定理 6.1.6 知 凡是 工 上 的 闭 包 算 子 . 
由 推论 6.1.7 中 的 (6.1.6) 式 得 
| KA = |= € L I Je(z) = x]. ` (6.1.10) 
设 zEC, 则 由 (6.1.1),Jc(z)=z. 所 以 由 (6.1.10) 知 CC .由 
定理 6.1.6 , 6 是 工 上 的 闭 包 系统 . 设 Ci 是 工 中 任 一 闭 包 系统 日 
CCCi, 则 由 定理 6.1. 16A Je, Je B z€ % Mole) = r.A 
m Je lrs. X, Jc (zx), 所 以 Je (zh = 并 .由 推论 6.1.8 中 
的 (6,1.7) 式 知 oer (z)= x}. ME EG HA z 
EC. 这 就 证 明了 G 是 工 中 包含 C 的 最 小 闭 包 系统 . (6. 1.8) 
成 立 . 
(HJ j:L>L 为 频 射 .由 (6.1.1) 式 得 f 
Je(z)=A ly € % | = < yl. (6.1.11) 
ER yC %, 设 z< y, Bl (6. 13RA jl) <y. 从 而 由 
(6.1.11) 式 得 ;<Je. Ë j: L— L 3BB183 T B ;<;,. Mh 
《6,1.4) 式 得 
| g C. (6.1.12) 
由 (6.1.6) 式 知 当 y € % M z< MANM jl) Sy. BE DL ih 
(6.1.2) 式 以 及 (6.1.12) 式 并 注意 ji1(j1(zx))=j1(z) 得 
Jela) STe (z) =A^AÍy€E % | z =< y! 
=AÍy € % laa) syi = jile). 
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可 见 Je 是 大 于 或 等 于 7 的 L 上 的 最 小 闭 包 算 子 ， 
推论 6.1.11 E ZE L 中 的 闭 包 系统 , 则 


% =E (6.1.13) 
设 J:L 一 上 是 L 上 的 闭 包 算 子 , 则 
J“ = J. (6.1.14) 


86.2 完备 格 上 的 逻辑 学 
1. 抽 条 推理 系统 | 


定义 6.2.1 设 工 是 完备 格 , 9 是 L 上 的 闭 包 算 子 , 则 称 
(L, 多) 为 抽象 推理 系统 . 称 9 为 推理 算 子 . 这 时 L 中 的 元 素 叫 入 
息 . 2 的 不 动 点 叫 理 论 . 信息 = 叫 相 窜 的 , 若 吧 >) 天 1.1 叫 不 相 容 
理论 .又 , 设 9(z)=r, 则 天 叫 理 论 z 的 一 组 公理 . 

例 6.2.2 考虑 例 6.1.2 中 的 (vi). 这 时 工 = (下 ) 由 全 体 公 
E BJ AFE B R. L 的 一 个 元 集 和 实际 上 是 下 中 的 一 组 命题 , 称 
其 为 信息 是 恰当 的 . 设 XC L , A 与 公理 组 出 发 利用 MP 规则 
ATER, MERARI (RUS X 在 内 的 一 类 公式 .这 时 以 
EAX), r 自然 是 急 的 不 动 点 , 称 其 为 理论 . 这 时 只 要 2 (X)=1, 
即 XX) F, X 为 相 容 的 .这 与 经 典 命题 演算 理论 中 的 称谓 
相 一致 .特别 当 瑟 为 空 集 时 ,理论 z = 2(X) 由 全 部 定理 组 成 . 


2. 抽 象 语义 


定义 6.2.3 设 工 是 完备 格 ,x L 的 非 空子 集 .如 果 1&j， 
则 称 p 为 L 上 的 抽象 语义 . p 中 的 元 素 叫 模型 . 设 zx 是 信息 ,m 
是 模型 且 z 委 mm , 则 称 m 为 x BU 3888 jP Ea F z. 这 时 称 z 是 可 
满足 的 . 可 满足 的 信息 的 全 体 记 作 Sale). BA 

Sale) = Vu. (6.2.1) 

定义 6.2.4 设 工 是 完备 格 ,yz 是 L 上 的 抽象 语义 ,z 与 y 是 

工 中 的 两 个 信息 , 如果 z 与 y 有 相同 的 模型 集 , 即 ,对 每 个 m € 
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p,m 上 之 SABA m F y, WME z 与 y 是 逻辑 等 价 的 ， 
定义 6.2.5 设 上 是 完备 格 ,y 是 L 上 的 抽象 语义 . 令 
Taulp)=AimlmEpl, (6.2.2) 
称 Tau(p) 为 关于 jp 的 重 言 式 系统 . 
定义 6.2.6 设 是 完备 格 ,x 是 L 上 的 抽象 语义 , 则 由 定理 
6.1.6, 诱导 出 L 上 的 一 个 闭 包 算 子 岂 . 我 们 把 它 记 为 C, 或 简 
记 为 C. 由 (6.1.1) 式 得 
Cz)=A [m € g | mEzl,z € L. (6.2.3) 
称 C, 为 产 导 出 的 逻辑 结论 算 子 . C.(z) 叫 z 的 逻辑 闭 包 . 
由 (6.2.2) 式 与 (6.2.3) 式 知 下 起 成 立 : 
Taul) = C,.(0). (6.2.4) 
例 6.2.7 继续 考虑 例 6.2.2. 设 v:F>10,1 E F 的 一 个 赋 
值 .把 o 看 成 F 的 子 集 , 记 为 m: 
ms = {IAEFIvA)= 1 (6.2.5) 
令 
p = lm, | v:F— 10,1| Æ F E, (6.2.6) 
L= #(F).MÚ p RL 上 的 抽象 语义 . 设 XEL, 即 XX 是 中 的 一 
组 公式 ,m= m, E 4. 这 时 m 卡 六 表示 以 Cm,, 即 ,对 每 个 公式 A 
EX 均 有 wv(A)=1. 按 经 典 命题 演算 的 术语 ,这 组 公式 X 自然 叫 
做 可 满足 的 ,同时 或 x, UX 的 一 个 模型 .又 , 设 久 5Y 是 下 中 
的 两 组 公式 ,如 果 义 与 了 的 模型 之 集 相同 , 即 ,对 任 一 赋值 "， 
YA EX,v(A4) =1 当 且 仅 当 VBEY,z(B) = 1, 
(6.2.7) 
则 称 X 与 了 逻辑 等 价 .在 经 典 命题 演算 理论 中 ,经 常 考 虚 的 是 XX 
E Y 均 为 单 公式 集 , 比 如 , 祥 = 1A1},Y= [| 的 情形 ,这 时 人 与 了 
叫 雏 辑 等 价 的 当 且 仅 当 对 每 个 赋值 v, vtA)=1 HRR w(B) 
=1, 也 即 当 且 仅 当 对 每 个 赋值 o BA o (A)= vB). 
T X 是 经 典 命题 演算 中 的 全 部 重 言 式 之 集 , 则 显然 
X =ñ {m | o: F 一 [0,1] 是 下 的 赋值 | 
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成 立 .这 是 (6.2.2) 式 的 背景. 

最 后 看 一 下 (6.2.3) 式 在 经 典 命 旺 演算 中 的 意义 . 设 因 是 下 
中 的 一 组 公式 ,BEF 玉 .如果 对 每 个 赋值 vu, 当 YAEX,v(A)=1 
成 立时 有 zfB)=1, 则 称 改 语义 草 涵 召 .( 有 时 记 作 XF B). 或 令 
m= m, WREX 6.2.3 的 记号 ,上 述 事实 可 每 为 : 若 m E X , I 
mk 1B1. 因 为 这 一 事实 对 每 个 m = m, 均 成 立 , 所 以 

Beíñilm € z | mEXIi. 

反之 , 当 上 式 成 立时 车 m FE 多, 自然 有 m E 1B1, 即 XENAN 
了 .可见 (6,2.3) 式 的 直观 解释 是 :X 的 逻辑 闭 包 由 一 切 可 由 七 语 
义 蕴 镍 的 公式 组 成 . 


3. 抽 象 逻 辑 


定义 6.2.8 抽象 逻辑 是 一 个 三 元 组 ( 工 , 2, a), S E L j ` 
一 个 完备 格 , 多 是 L 上 的 闵 包 算 子 ,wp E L 上 的 抽象 语义 且 
9 = C. (6.2.8) 
注 6.2.9 Hiei n] g E E: — MAMRE > Bh SR Eg 
系统 ,这 里 语义 与 推理 系统 具有 由 (6.2.8) 式 所 反映 的 各 谐 性 . 仍 
然 用例 6.1.2(vi) 与 6.2.2 两 个 例子 的 情形 , 设 豆 是 下 中 的 一 组 
公式 .这 时 外 (X) 表 示 由 XX 与 公理 组 出 发 运用 MP 规则 进行 推理 
所 得 的 全 部 公式 之 集 ,而 COOMERA h X 语义 歼 涵 的 公 
式 之 集 .(6.2.8) 式 要 求 二 者 相等 实际 上 是 保证 了 抽象 逻辑 的 完备 
性 . 


$6.3 紧 致 性 的 新 形 


考虑 经 典 命题 演算 的 情形 , 设 X £ F 中 的 一 组 公式 ,用 们 X) 
表示 全 部 可 由 X 与 公理 组 推演 出 来 的 公式 之 集 , 设 Acx), w 
存在 一 个 证 明 的 有 限 序列 
这 里 ATA, A; (二 或 为 公理 ， 或 为 X HÉA, 或 者 有 
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<i fE A; EH A; TI A, 运用 MP 规则 推出 的 结论 . 令 了 = IA, 
-A INX, RJ YAR E K AE 3(Y). 这 反映 了 形式 推理 过 
程 天 然 地 具有 一 种 紧 致 性 , 即 , 若 AC (XX), 则 义 有 有 限 子 集 Y 
使 AE 9(7). 再 考虑 语义 闭 包 算 子 C= C. 这 时 C(X)HJE#h X 
所 语义 蕴涵 的 公式 组 成 . 设 4AECCX), 即 和 FA, 则 由 完备 性 定 
理 知 XFA, 即 AE9(X), 由 以 上 所 述 ,和 有 有 限 子 集 了 使 A 
和 GUY7), 即 了 FA, 从 而 YFA4, 即 4ECCY). 这 又 从 语义 方面 
反映 了 算 子 C 的 一 种 紧 性 ,由 此 可 见 , 9(F) 上 的 闭 包 算 子 的 紧 致 
性 是 把 无 限 归 结 为 有 限 的 一 种 性 质 ,但 是 对 一 般 的 完备 格 工 而 
言 ,没有 元 素 的 有 限 性 概念 ,为 将 算 子 的 紧 致 性 概念 一 般 化 到 格 的 
情形 ,我 们 先 看 一 个 等 价 定理 . | 
定义 6.3.1 BLERRIE) ,这 里 五 是 任 一 非 空 集 . 算 
FJ: P(E) > 2(E)I S Sk lJ E E 的 任 一 子 集 XX 
J(X) =U J(Y)! YX 的 有 限 子 集 |、 (6.3.1) 
J HIJE Eb, EN E WIF— wm s= lAl:6, 
J(UA:) = YJ), (6.3.2) 
这 里 好 是 定向 集 族 指 对 s HEDE A, 5A, APAR A, 使 A; 
CA A; TAR. 
定理 6.3.2 HATI: 乡 (E) 一 煞 ( 玉 ) 保 序 , 即 , 当 PCQC 
五 时 JP)CT(CQ), 则 了 是 紧 致 的 当 且 仅 当 J 是 保定 向 并 的 
”证 设 了 是 紧 致 的 . x = 1A;|iE 了 | 是 定向 集 族 . 令 久 = 
YA: 因为 了 保 序 ,所 以 
J(X) SUJ(A2. | (6.3.3) 
设 BEJ(X). 由 J 的 紧 致 性 知 (6.3.1) 式 成 立 ,从 而 和 有 有 限 子 
集 Y 使 BEJ(Y). 设 Y=lyi" yl. y| € X= UA; MH Gi C 
1 使 YE A, .因为 改定 向 ,有 A BER A (k=1,…,n), 这 时 YY 
CA, .所 以 B€J(Y)CJ(A,)CUJ(A;). RAH 
J(X) CUJ(A;). (6.3.4) 
由 (6.3.3) 式 与 (6,3.4) 式 知 (6,3.2) 式 成 立 ,所 以 了 是 保定 向 并 
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的 . 1 1 
反 过 来 , 设 了 是 保定 向 并 的 .因为 三 的 全 部 有 限 子 集 之 族 显 
然 是 定向 集 族 ,那么 由 (6.3.2) 式 即 得 (6.3.1) 式 ,所 以 了 是 紧 致 
的 ， 
由 上 述 定 理 可 见 , 可 以 回避 有 限 性 而 在 一 般 完 备 格 的 情形 定 
义 算 子 的 紧 致 性 .不 过 我 们 给 它 起 另 一 个 名 字 一 一 连续 性 . 
定义 6.3.3 设 上 是 完备 格 ,J :L->L 是 保 序 算 子 ,如 果 了 保 
定向 并 , 则 称 J 为 连续 算 子 . 连续 的 闭 包 算 子 叫 代数 闭 包 算 子 . 这 
里 工 的 子 集 4= {a; licr MMEA, KH A 的 任 二 元 素 a; 与 
aj, A PATR a, fE a Say a; Sa, 
注 6.3.4 L 中 的 定向 集 A 在 保 序 算 子 J 了 作用 下 的 像 显 然 也 
是 定向 集 . 如 果 对 定向 集 A 而 言 ,用 符号 lim4 # V A ,IH PE S 
性 条 件 可 写成 J(limA ) = lim7(4), 这 也 表明 了 “连续 ”二 字 的 由 
来 . 
闭 包 算 子 与 闭 包 系统 是 密切 相关 的 概念 ,与 代数 团 包 算 子 概 
. 印 相 对 应 的 则 是 代数 闭 包 系统 的 概念 . 
定义 6.3.5 È L sei, C L. € WHARE, mE E 
对 定向 并 运算 封闭 .归纳 的 闭 包 系 统 蔬 代数 闭 包 系 统 . 
定理 6.3.6 设 工 是 完备 格 
(DE JE L 的 闭 包 系统 ， 则 名 是 代数 闭 包 系统 当 且 侈 当 Je 
-是 代数 闭 包 算 子 ， 
Gü) J:L—L 是 闭 包 算 子 , 则 J 是 代数 闭 包 算 子 当 且 仅 当 
名 是 代数 闭 包 系 统 . 
证 (WE L 中 的 代数 闭 包 系统 ， 则 由 定理 6. 1.6 知 Je 
-是 闭 包 算 子 , 且 由 推论 6.1.8 8 € H Je 的 全 体 不 动 点 组 成 ,特别 
:是 YrzEL,Jgelz) 作 为 J 的 不 动 点 属于 外, 设 A= la; | iC I| E 
工 中 的 定向 子 集 , 则 fwai)1E 开 也 是 工 中 的 定向 子 集 , 且 包含 
于 多 ,所 以 由 名 对 定向 并 运算 封闭 知 
m = yela) € %, 
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从 而 m 又 是 Js 的 不 动 点 .由 此 得 
JAY) S Jé m) =m = Val). 
又 ,相反 的 不 等 式 显然 成 立 .所 以 
Já Val) = Vf ai). 

即 产 保定 向 并 .所 以 Je 是 代数 闭 包 算 子 .这 就 证 明了 定理 中 (让 
的 必要 性 部 分 . o. 

(ü)Wk 了 是 代数 闭 包 算 子 , 则 由 定理 6.1.6 知 所 是 闭 包 系统 ， 
且 由 推论 6.1.7 知 % EJ 的 全 体 不 动 点 之 集 . 设 4A= ciliE 了 | 
是 名 中 的 定向 子 集 , 则 由 了 保定 向 并 以 及 每 个 都 基 J 的 不 动 点 
GEDA 

Jye) = üa) = Yei 

这 表明 Va, J MRS, AT Va: EG , BI E 对 定向 并 封闭 .所 
UG 是 代数 闭 包 系统 .这 就 证 明了 定理 中 (让) 的 必要 性 部 分 . G) 
与 (ii) 的 充分 性 由 %= 久 与 了 =J 即 得 . 

由 定理 6.3.6, 推 论 6.1.7 和 定义 6.2.1 立即 得 出 f 

推论 6.3.7 设 (L ,9) 是 抽象 推理 系统 , 则 9 是 代数 (连续 ) 
闭 包 算 子 当 且 仅 当 全 部 理论 之 集 是 代数 闭 包 系 统 . 

如 前 所 述 ,在 经 典 命题 演算 中 ,推理 算 子 是 紧 算 子 , 也 就 是 连 
续 算 子 或 代数 闭 包 算 子 .所 以 在 抽象 逻辑 的 情形 ,提出 连续 要 求 是 
自然 的 . 

定义 6.3.8 WL, ,17) 是 抽象 起 辑 . 当 2 是 连续 算 子 (等 
价 地 , 代数 闭 包 算 子 ) 时 , 称 ( 工 , 细 ,Ap) 为 连续 的 抽象 逻辑 . iz 
( 工 , 名 是 抽象 推理 系统 . 当 连续 时 称 (IL , 9 ) 为 连续 的 抽象 推理 
系统 . i 

设 ( 工 , 允 ) 是 连续 的 抽象 推理 系统 , 则 2 BJ 82) 2 s (B, Bl 
全 体 理 论 之 集 )%% 是 归纳 的 .上 的 最 大 元 1 自然 是 人 9 的 不 动 点 ,从 
和 后 中 除去 1 之 后 所 余 之 集 是 全 体 和 谐 理 论 组 成 之 集 -H.E 
未 必 对 定向 并 运算 封闭 ,如 果 不 限于 考 虚 的 不 动 点 (理论 ), 而 
考虑 全 体 和 谐 的 信息 之 集 , 它 自然 也 不 必 对 定向 并 运算 封闭 .这 样 
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我 们 就 有 三 种 不 同 的 条 件 如 下 : 

(i) 是 归纳 的 . 

GDG- H ERAH. 

Gü)lz€ L| 2 (r) Z1 EBAH. 

条 件 (i) 等 价 于 说 外 是 连续 算 子 ,条 件 (ii) 显 然 比 条 件 (i) 要 
强 .事实 上 , 设 A= {fas|liE Ti 是 多 中 的 定向 子 集 ,如 果 1E€A, 则 
limA =1. 如 果 1 和 A, 则 ACH- i1). HAtFGü) 8 lima € H- 
位 Cg. 所 以 们 成立. 

又 ,条 件 ( 让 也 比 条 件 ( 诈 ) 要 强 ,事实 上 , 设 A=|x|iET) 是 
和 谐 信 息 组 成 的 定向 集 , 则 多 (A)= | 多 (zlE II a- 和 中 
WEHE. BROUDA, M lim? (AEREE. TA lim A< 
lim (A). Br limA RAED. GDR. 

定义 6.3.9 设 (L ,多 ) 是 抽象 推理 系统 .如 果 相 容 信息 之 集 
是 归纳 的 , 则 称 3 为 逻辑 紧 致 算 子 . 设 y EL EKREN. mE 
4 导出 的 逻辑 结论 算 子 C, 是 逻辑 紧 致 的 , 即 , 可 满足 的 信息 之 集 
Sat(x4) 是 归纳 的 , 则 称 jz 是 逻辑 紧 致 的 . f 

定理 6.3.10 BCL, 9 ) 是 抽象 推理 系统 , 则 以 下 条 件 等 价 : 

(i) 分 是 连续 的 并 且 是 逻辑 紧 致 的 . 

(ü)% - 上 是 归纳 的 , 即 相 容 理 论 之 集 是 归纳 的 . 

证 由 定义 6.3.9 之 前 的 那 段 讨论 知 ( 划 之 ( 蕊 ,以 下 只 须 证 
(i) 二 (让 .事实 上 , 设 外 是 连续 的 并 和 且 是 贸 辑 紧 致 的 . 设 A= lali 
E11 是 哆 -11} 中 的 定向 集 , 因 为 A 中 的 元 素 都 是 多 的 不 动 点 ， 
所 以 (4A)= 有 4.A 自然 是 和 谐 信息 之 集 .由 9 的 逻辑 紧 致 性 知 
lmA2Z1. X, 是 连续 的 ,所 以 
| @(limA) = lim3(4) = limA. 
这 表明 limA 是 理论 .所 以 % — H ERAK. 

KAAR, i p 是 一 组 公式 ,如 果 有 公式 A 使 得 A 不 能 
由 了 推出, 则 称 r 是 和 谐 的 .那里 有 一 个 Lindenbaum 定理 说 ,如 
果 工 是 和 谐 公 式 集 , 则 存在 包含 丁 的 极 大 和 谐 公式 集 . 这 一 定理 
可 推广 到 格 上 逻辑 学 中 来 . 
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定理 6.3.11 (L, 9) 是 抽象 推理 系统 .如 果 儿 是 逻辑 紧 
致 的 , 则 每 个 和 谐 信 息 都 包含 于 ( 即 委 ) 某 极 大 和 谐 信 息 ( 必 为 理 
èp. 

证 设 a 是 和 谐 信息 ,A 是 包含 a 的 和 谐 信 息 组 成 的 链 . 
3932238336), V 4 是 和 诸 信 息 , 它 自然 是 A KER. 所 以 由 
Zorn 引 理 , 存在 大 于 或 等 于 a 的 极 大 和 谐 信 息 , 记 为 a. W Pil 
a) 关 1, 从 而 2 (&) 也 是 和 谐 信息 ,那么 由 a 的 极 大 性 知 & = 
Q(z) .所 以 这 个 大 于 或 等 于 a 的 极 大 和 谐 信 息 是 理论 . 

”在 本 节 最 后 我 们 再 给 出 一 个 闭 包 算 子 9 为 逻辑 紧 歼 算 子 的 
充 要 条 件 . 

定义 6.3.12 设 工 是 完备 格 ,x,y€ L. WRA L 中 任 一 定 
HÆ A, 5 supA 之 y 时 有 aEh Warr, WK x Way-below y, 或 
x 双 小 于 y, 记 作 rKy $I V y€ L ,y=suplz=€ L | z<y! , ME 
L 为 连续 格 . 

关于 连续 格 理论 可 参看 文献 [35] 或 [36]. 

定义 6.3.13 设 工 是 连续 格 ,pCL. 如 果 YyEL,y= 
supply) ZE p(y) 二 [xEgq|z 安 y|, 则 称 ç # L 中 是 连续 稠密 
的 . | 

容易 证 明 下 面 的 命题 : 

命题 6.3.14 È p 在 连续 格 L 中 连续 禾 密 , 则 当 g 对 有 限 
并 运算 封闭 时 , V yEL ,p(y) 对 有 限 并 运算 封闭 ,从 而 是 定向 集 . 

命题 6.3.15 设 (L, 9 ) 是 抽象 推理 系统 ,日 工 是 连续 格 , 则 
下 列 条 件 等 价 : 

(i) 9 是 逻辑 紧 致 算 子 . 

(ü)L 中 存在 连续 稠密 子 集 g, 对 每 个 信息 a a 是 相 容 的 当 
月 仅 当 Y5E pla),b 是 相 容 的 ， 

证 设 (让 成 立 . YyEL, 令 ply)= [xzEL|z 作 yj}, 则 由 上 为 
连续 格 知 y=supg(y). 令 pg=Ulp(y)lyELLI, 则 在 L 中 连续 
稠密 . 设 a 是 相 容 信息 , 则 Y6E gla), 由 5 所 a mo 是 相 容 信息 . 
反 过 来 , 设 ¥Y5E gta),b 是 相 容 信息 .由 乡 是 姿 抑 紧 致 算 子 知 相 
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容 信 息 之 集 是 归纳 的 ,日 p 显然 对 有 限 并 运算 封闭 ,所 以 a 作为 
定向 集 2(a) 的 并 是 相 容 信息 .这 就 证 明了 (这 (这 . 

MERGEL, A = {a;|iE€1T} 是 一 族 定向 的 相 容 信息 ,a = 
80p 太 .以 下 只 须 证 Y5E p(a),b 是 相 容 信 息 .为 此 又 只 须 证 存在 
i€ If#EbC g(ai;), 因 为 已 知 a, 是 相 容 信息 .事实 上 , 设 e* = Ú 
fplap liE, W 2* CC e. ER z,y€ pp" WA ¿j €C I fë x € 
pla;) yE pla). H A REDRAMA REI Ea Saaja 
IKa, y Eaj PAA Ear yEar AA z€ ç fy € ç >z G 
g(la,),yC€C plar) 那么 有 zE pla) Cp" iE Sz, yS. AH 
9 "是 定向 集 . 又 ， 

supp” = supisupe(a;) | i € I} = supla, li € II = a. 

所 以 由 b<a UB C I.E z€ pla; Ë br. Zt H 3 ba, 
WH b€ ç Hb € e(a;). ` 


86.4 逐步 推理 


考虑 经 典 命题 演算 的 情形 , 设 卫 是 一 组 公式 ,用 后) 表示 由 
的 公式 运用 一 次 MP 规则 所 得 的 全 部 公式 之 集 ,J 自然 是 保 序 
W. XW Ir lie 了 是 定向 集 族 ,To = Ur, AWE JT) = 
WJ). 所 以 J 是 连续 算 子 .注意 不 必 是 增值 算 子 , 即 pc 
JT( 荆 ) 不 必 成 立 , ACJ) 自然 也 不 必 成 立 , 这 里 wf 表示 公理 之 
集 , 令 H(T)= #UPUJ(T), I 

FT) = H(H"'(I)), n = 0,1,2,. 
这 里 H(T)=T , War TEB 1 
DIT) = Ü H'(F). 
这 里 
. D(T) = AITA}. 
: D BRENGAT, Eh 互生 成 的 闭 包 算 子 .现在 把 上 述 事 实 推 
i 广 到 完备 格 L 上来. 
; . 190 . 


定义 6.4.1 设 工 是 完备 格 ,aE 工 ,J: 工 -> 是 连续 算 子 , 则 
称 ( 工 ,J ,a) 为 未 步 推论 系统 . 令 互 ;:L->L 为 
H(z) = J(z=) V z V a. (6.4.1) 
$ 92-=-H' AE H #HEJËWJIH NTT. EL, 9)338B(L,J,a a) 
出 的 抽象 推理 系统 . 
定理 6. 4.2 设 ( 工 ,J,a) 为 逐步 推理 系统 ,( 工 , 了) 是 由 
{ 荆 ,J,a) 导 出 的 抽象 推理 系统 , 则 
(i)H 是 连续 的 保 序 增值 算 子 , 这 里 五 由 (6.4.1) 式 定义 ， 
(9(z)= V[F"(z)|n=1,2,--], BI H* = V F". 
Gir Æ(L, 2 ) 中 的 理论 当 且 仅 当 f 
J(r) V a < r. (6.4.2) 
证 《由 了 保 序 以 及 (6.4.1) 式 知 H 是 保 序 增 什 算 子 , 设 A 
JE L 中 的 定向 子 集 , 则 由 J 连续 知 
H(limA) = J(limA) V limA V a 
=tlimJ(A) V limA V a 
=[VJ(A)] V [V A] Va 
=V ]J(z)V z Valzxz6€Al! 
=V {H(z) ! z € A} = limH(A). 
所 以 H 连续 . 
《这 由 H’ AAAA TA H* ERS, MAA H< H` #8 
H =< (H*) = H*",n = 1,2,+*** 
从 而 有 
Vm < H'. 
以 下 只 须 证 相反 的 不 等 式 .出 H 保定 向 并 以 及 
HE <H, n= 1,2, 
知 


H( V H") = V H" = V En. 
从 而 
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由 此 即 得 | 

(V PC V H) = V.H". 
这 就 证 明了 V H" 的 等 等 性 . 它 显然 是 保 序 增值 的 ,所 以 是 包含 H 
的 闭 包 算 子 .从 而 有 

H* < V F". 
Gii r 是 理论 , 则 H” (r)=r, Amh J(r) V aS H(r)#l 

=r. WARE 

H"(r) = rt, n = 1,2, 
从 而 

H*(z) = (V PX) = V H"(z) = e- 

所 以 是 理论 . 


86.5 抽象 模糊 逻辑 


É L 是 Fuzzy 格 , 即 具 有 逆序 对 合 对 应 ;二 一 工 的 分 子 格 ， 

( 即 , 完 备 的 完全 分 配 格 ) ,X 是 非 空 集 , 则 X Ej L-tuzy $ À É 
-AMi A :X>L.X 上 的 Lfuzzy 集 的 全 体 记 作 LX. 设 A,A;E 
LX,(iET), 设 YAi, AA; 与 ->A 分 别 定义 为 

(VA:)(=) = YAi(z), z € X, 

( AA:)(>) = AA.(z), r€ X 
5 

一 4A(z) = (A(z)), z € X. 
一 A 也 党 简写 为 A“. 显然 ,LX 也 是 Fuzzy 格 . 本 节 中 就 是 要 讨论 
以 LX 取代 前 几 节 中 工 的 位 置 而 得 的 抽象 逻辑 理论 , 即 抽象 模糊 
逻辑 理论 . 
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1. 基 本 概念 


i L E Fuzzy k, F 是非 空 集 , 称 下 中 元 素 为 公式 . 

定义 6.5.1 设 9 是 L” 上 的 闭 包 算 子 , 则 称 (LF, 9) 为 F 上 
的 抽象 L- 模糊 推理 系统 ,简称 为 ER L- fuzzy 推理 系统 . 设 jy 
是 LF 的 子 集 , 且 下 上 的 最 大 模糊 集 1r 不 属于 py, 则 称 py 为 FF 上 
的 抽象 工 一 模糊 语义 ,简称 为 F ER L- fazy 语义 .wz TEH L- 
fuzzy 模型 .LF 中 前 元 仍 叫 做 信息 ,有 时 也 叫做 初始 赋值 . 

定 尽 6.5.2 设 / 是 上 的 三 fuzzy 语义 , 令 

Taly) = A Ím € LF | m € p}, (6.5.1) 
称 Taule) A 于 fuzzy 重 言 式 . 设 AC F, Tala AH A 的 重 
言 度 . 令 
Contr(p) =A lm € LF | m € pl, (6.5.2) 

称 Contr()28 L-fuzzy FAR. i AEF, $ Contr( )(A)28 A 
的 矛盾 度 . 称 重 言 度 (了 矛盾 度 ) 等 于 1 的 公式 A 为 重 言 式 { 了 矛盾 
式 ). 

由 De Morgan 对 偶 律 以 及 (6.5.1) 式 与 (6.5.2) 式 立即 得 出 

Az =Az=<V = (AR 
Taulu) =ç (Contr(u))',Contr( a) < (Taul p)Y. 
(6.5.3) 

由 (6.5.3) 式 易 证 重 言 式 的 矛盾 度 等 于 0, 了 矛盾 式 的 重 言 度 等 于 0. 
但 赣 命 题 均 不 成 立 . 

例 6.5.3 $ L=F=[0,1], | 

u = {| f:[0,1] > [0,1] 1 f(z) 不 恒 等 于 1 


Taul e)(x) = 0,z € [0,1], 
Eo) = oz € [0,1]. 
以 公式 工 bam, + 2 的 矛盾 度 等 于 0， 但 六 不 是 重 言 式 .又 ,去 2 LARE 


度 等 于 0, 但 二 2 个 是 矛盾 式 . 
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2. 模 其 算 子 的 紧 致 性 


对 于 L-fuzzy 集 而 言 ,可 以 引信 有 限 集 概念 如 下 : 
定义 6.5.4 设 fELF, 且 
suppf = Íz € F | f(z) > 0! 
为 下 的 有 限 子 集 , 则 称 上 为 有 限 L- tuzzy 集 , 简 称 有 限 集 . 
栈 然 有 了 有 限 概 念 ,就 可 方便 地 引 人 紧 致 性 如 下 ; 
EX 6.5.5 BJ: L 为 算 子 .如果 对 每 个 5E 工 ， 
 J(s)=V ËJ) l: <s. 有 限 }， (6.5.4) 
则 称 J 为 紧 算 子 . 如 果 J 保 序 , 并 且 对 每 个 ELF UR tA x € 
下 ,存在 相应 的 有 限 集 上 使 二 ss H 
Jsa) = Ja), (6.5.5) 
则 称 J 为 点 紧 算 子 . 

命题 6.5.6 点 紧 算 子 是 紧 算 子 ， 

证 设 J 是 点 紧 算 子 ,s ELF. YxEF, 取 有 限 集 t 使 i, 志 5s 
且 J(s)(z)=J(z,)(z). 则 由 Y¥YxEF 均 有 tt 志 s BAJ RA 

J(s) =V lJ) 1 z € Fl <V IJE Sst ARL. 
又 ,相反 的 不 等 式 显然 成 立 , 所 以 
J(s) =V {J(z) l rS s. AR, 
即 , 是 紧 算 子 . 

命题 6.5.7 连续 算 子 是 紧 算 子 ， 

证 BELG d= ELF Ss, t 有 限 }. 则 st 是 LF 中 
的 定向 集 族 , 显然; = V s. 由 J 丁 的 连续 性 得 

J(s) =V IJ) |z S< st 有 限 |， 
所 以 J 是 紧 算 子 . 

请 读者 举例 说 明 以 上 两 个 命题 的 逆 命 题 均 不 成 立 . 

设 工 是 Fuzzy 格 , 则 LF 也 是 Fuzzy 格 .由 于 分 子 格 是 连续 
HS ,可 以 考虑 命题 6.3.15 中 的 上 为 LF 的 情形 . 设 g 是 LF 中 
的 有 限 集 的 全 体 所 成 之 族 , 则 由 LF 为 连续 格 以 及 下 的 任 一 子 集 

均 可 表示 为 其 有 限 子 集 之 并 可 知 p 在 LF 中 是 连续 稠密 的 .所 以 由 
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命 顾 6.3.15 立 即 得 出 下 面 的 命题 ; 

命题 6.5.8 W(LE, 9) F 上 的 Lfuzzy 推理 系统 ， MJ Fil 
条 件 等 价 : 

G) 鱼 是 逻辑 紧 致 算 子 . | 

(这 对 LF 中 每 个 信息 vw,w 是 相 容 的 当 上 且 仅 当 YYwE o(l),u 
是 相 容 的 . 

iz u R. F EB) L-tuzzy 语义 , 则 C=C E: F EÉ L-fuzzy M 
包 算 子 .这 时 对 每 个 vuELF,w 关于 C 是 相 容 的 当 且 仅 当 vw 关于 
是 可 满足 的 .所 以 由 定义 6.3.9 以 及 命题 6.5.8 得 

命题 6.5.9 设 久 是 上 的 L-fuzzy 语义, 则 下 列 条 件 等 价 : 

(i)4 是 逻辑 紧 吾 的 . 

GDH LF 中 每 个 信息 v,wv 是 可 满足 的 当 且 仅 当 站 2 C plv), 
- 是 可 满足 的 ， 


86.6 公式 集 下 上 的 非 运算 


在 上 一 节 中 出 现 的 公式 集 下 EMRA, N, F 是 普通 的 非 空 
集 , 眉 上 没有 任何 运算 . 本 节 中 在 假定 下 上 有 一 个 抽象 的 非 运算 
的 情况 下 讨论 若干 有 关 的 性 质 ， 
定义 6.6.1 设 下 是 非 空 集 ,y E F EH L- fuzzy 语义 ， 如 果 
忆 上 有 一 元 运算 一 :F-> 下 使 得 对 wx 中 的 任 一 模型 mx 和 下 中 的 任 
一 公式 a, 恒 有 
mla) < (m(—a)) (6.6.1) 
成 立 , 则 称 一 是 F 上 关于 jy 而 言 的 非 运 算 . 
例 6.6.2 设 F(S) 是 由 S 生成 的 (一 ,VY ,一 ) 型 自由 代数 ,2 
是 一 切 Ro 赋值 v:F(S)->[0,1] 组 成 的 [0,1]F 上 的 Fuzzy 语义 ， 
则 一 是 下 上 关于 2 而 言 的 非 运算 .因为 这 时 对 F 中 每 个 公式 ae， 
恒 有 o(a)=(lo(—a)). 
”命题 6.6.3 设 下 上 具有 关于 jp 而 言 的 非 运算 一 ,w 是 可 满 
足 的 信息 ,mx 上 wv, 则 
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| < C(o) < m Cli) vt, (6.6.2) ` 
这 里 oL (a)=(o( a) ,C(o)L(a)=(C(u)(—>a)) (a € F), 
H C=C. l 

证 H mkEF o Mos C(o)=< m. X,H C(o)(—a)< 
说 (一 ea) 与 (6.6.1) 式 得 

mla) < (m(—a))=< (C(u)(—a)) 
= C(z)l (a),a € F. 
所 以 m<<C(o)1. X h o(—a)S;C(%)(—a)489 
Cv)t (a)= (C(o)(—a)) < (ə(—a)) 
= øl} (a), c< € F. 

这 就 证 明了 {6.6.2) 式 . 

注 6.6.4 下 上 的 L-fuzzy ERARAS L= 10,1| 时 就 成 为 经 
典 的 二 值 推理 系统 .这 时 LF 中 的 一 个 信息 vw 实际 上 是 下 的 一 个 . 
FET CEF 上 的 由 语义 u( 即 赋值 集 ) 导 出 的 闭 包 算 子 ,a 
是 下 中 任 一 公式 , 则 a 是 或 不 是 卫 的 推论 取决 于 C(T)(a)=1 或 
0. 以 此 为 背景 ,我 们 可 以 把 C(v)(a) 理 解 为 z 是 vw 的 结论 的 程 
度 .而 Clv)+(a)=1~ Clv)(-za) 可 以 理解 为 -7a 不 是 vw 的 结论 
的 程度 ,或 者 与 v 相 容 的 程度 . 即 : | 

Cuo 表示 a 是 v 的 结论 的 程度 ， 
C(twv) 上 (a) 表示 a 与 vw 相 容 的 程度 . 

定义 6.6.5 Ü o E LF 中 的 信息 ,一 :FF 是 F 上 关于 
的 非 运 算 ,aEF,C=C,. 如 果 Clwv)(a)= Clv)+(a), 则 称 & 在 
v 中 可 判定 . 当下 中 的 每 个 公式 都 在 vw 中 可 判定 时 , 称 > 是 完全 
的 ,或 平衡 的 . 当 w 中 的 每 个 模型 mm 都 是 完全 的 时 , 称 w 是 平衡 
的 . l 

例 6.6.6 例 6.6.2 中 的 2 是 平衡 的 . 
命题 6.6.7 设 下 上 有 关于 yp 的 非 运算 ,这 里 y 是 平衡 的 ， 
则 对 每 个 公式 a 恒 有 
Contr(u)(a) = Taulu )(—~a). 
证 
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Contr(p)(a)=h [m (a) | m EAI 
: = A Im(—e) ! m € p} 
= Tau(p)(—a). 


第 七 章 Pavelka 的 逻辑 学 


HHRH J. Pavelka 于 1979 年 以 “On fuzzy logic ”为 题 发 表 了 
三 篇 有 影响 的 文章 0 221 , 为 模糊 命题 演算 提供 了 一 种 比较 完整 
的 理论 框架 . 从 整体 上 看 ,这 一 工作 是 著名 逻辑 学 家 A. Tarski 关 
于 逻辑 .语义 与 元 数学 思想 [371 的 具体 化 与 发 挥 ,而 这 一 工作 的 特 
点 则 在 于 将 公式 乃至 公理 的 真 度 程度 化 ,同时 也 将 推理 规则 以 及 
证 明 过 程 程度 化 ,这 种 程度 化 以 在 格 中 取 值 为 标志 ,所 得 结果 是 系 
统 而 漂亮 的 .在 第 六 章 中 我 们 曾 介绍 过 完备 格 上 的 逻辑 学 ,那里 的 
框架 更 广泛 得 多 .我 们 知道 ,一 种 理论 越 是 广泛 ,所 能 得 到 的 具体 
结果 就 越 少 .从 这 一 意义 上 看 ,本 章 的 内 容 比 上 一 章 要 丰富 得 多 ， 
不 过 上 一 章 的 基本 思想 也 是 Tarski 观点 的 一 种 抽象 化 实现 ,所 以 
对 理解 本 章 的 内 容 有 直接 的 帮助 . 


$7.1 Pavelka 逻辑 的 基本 理论 
1. Tarski 的 观点 


在 逻辑 学 中 ,人 们 把 各 种 具体 的 命题 抽象 化 和 形式 化 为 符号 ， 
如 入 ,B,C 等 等 ,并 可 利用 逻辑 连接 词 对 这 些 代表 命题 的 符号 ( 公 
式 ) 进 行 运算 以 得 出 更 多 的 公式 ,如 AV B, B> C 等 等 .一 个 基本 
的 问题 是 :给 定 了 一 组 会 式 X, A X 出 发 可 以 “推出 "哪些 公式 ? 
这 里 的 “推出 "有 两 种 途径 可 循 ,一 种 是 事先 指定 若干 个 公式 为 公 
理 , 再 确定 一 些 推理 规则 ,那么 由 X 与 公理 一 道 通过 推理 规则 所 
”得 的 公式 就 算 作 是 可 由 义 推出 的 公式 . $6.4 中 介绍 的 逐步 推理 
就 是 这 种 思想 的 抽象 化 实现 . 另 一 种 途径 是 借助 于 外 来 的 评价 标 
准 ,比如 , 取 一 个 偏 序 集 PP, 并 在 其 中 指定 一 个 或 一 些 好 的 元 素 , 记 
此 集 为 万 ,那么 就 可 以 利用 赋值 的 方法 来 判断 一 个 公式 y 是 否 可 
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由 那 一 组 公式 XX 推出 了 .具体 地 讲 , 如 果 对 每 个 赋值 了 ,只 要 TE 
六 中 的 公式 都 映射 为 好 值 ( 即 属于 D), WA T RIE y 映射 为 好 
值 .这 时 就 说 y 可 由 推出 .这 就 是 Tarski 的 基本 思想 .对 于 前 一 
种 基于 公理 与 推理 规则 的 途径 ,我 们 以 发 F y 表示 公式 y 可 由 那 
组 公式 和 推出 ,并 称 y 是 入 的 语法 上 的 结论 ,把 这 种 y 的 全 体 称 
为 X 的 语法 闭 包 .特别 当 X 是 空 集 时 ,其 语法 闭 包 由 那 种 公式 组 
成 ,它们 可 以 由 公理 出 发 通过 推理 规则 而 得 到 ,这 种 公式 叫做 定 
理 . 对 于 后 一 种 基于 赋值 的 途径 ,我 们 以 关上 y 表示 公式 y 可 由 其 
推出 ,并 称 y E: X 的 语义 上 的 结论 ,把 这 种 > 的 全 体 称 为 X 的 语 
义 闭 包 .特别 当 X 基 空 集 时 ,其 语义 闭 包 由 那 种 公式 组 成 ,它们 在 
任 一 赋值 之 下 的 像 都 是 好 值 , 这 种 公式 叫 卫 -- 重 言 式 . 

现在 把 以 上 所 说 的 内 容 符号 化 . 设 F 是 全 体 公式 之 集 ,XC 
F.ACF,A 是 公理 之 集 , 贸 是 推理 规则 之 集 ,P 是 偏 序 集 ,DC ` 
P, IC 严 , 即 9 是 从 下 到 已 的 一 族 呐 射 , 9 的 成 员工 叫 赋 值 ,y€ 
F. 那 么 . 

GX yy JH AUX ZAA PRATEN, X 的 语法 
闭 包 
Con{ 语 法 )(X) = [y € F| X Hyl. 

叉 ,Con( 语 法 )( 儿 ) 是 全 体 定理 之 集 . 

GDX Ey 指 对 每 个 TE F,H T(X)CD B, T(y)€ D, X 
.的 语义 闭 包 

Con( 语 义 )(X) = {lyE F | XE |. 

又 ,Con( 语 义 )( 包 ) 中 的 公式 叫 D — EE <. 

语义 闭 包 概念 是 容易 程度 化 的 . 比如 , 设 已 是 完备 格 , 这 时 S 
可 看 作 是 论 域 为 F 的 Pfuzzy 集 族 , 9 中 的 每 个 赋值 T 可 看 作 是 
五 上 的 一 个 已 fuzzy 集 . 如 果 再 取 D = {1}, W| uj E X 

Con( 语 义 )(X)} =A IT € #| T> Xi, 

WB F 的 子 集 X 等 同 于 它 的 特征 函数 Xx. 这 时 ,Con( 语 
义 )(X) 实 际 上 已 成 为 下 上 的 一 个 Pfuzzy 和 集 .对 任 一 公式 yE FF， 
Con( 语 义 )(X)(y) =A {T(y)1 T € $T > Xi 
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可 看 作 是 y 可 由 发 语义 推出 的 程度 ,这 时 X F y 等 价 于 说 y 可 由 
和 语义 推出 的 程度 等 于 1. Pavelka 正 是 基于 这 种 思想 而 建立 起 他 ` 
的 逻辑 学 的 . 


2. 工 -语义 结论 算 子 
设 下 是 非 空 集 ,L 是 完备 格 ( 不 必 带 有 逆序 对 合 对 应 ), 则 称 ` 


LF 中 的 元 入 为 工 一 集 , 这 时 匡 实 际 上 是 一 个 上 映射 生 :F- 工 . 当 工 ` 


E fuzzy 格 时 ,和 就 是 L_fuzzy 和 集 .对 一 般 的 完备 格 工 ,也 可 称 丸 为 
L-fuzzy 集 , 这 里 工 一 集 的 称呼 更 简单 些 . 

定 淡 7.1.1 设 下 是 非 空 集 , 是 完备 格 ,映射 Con: LF—= LF 
HF ERL- AEAF, E Con 是 LF ERAF MERS 
算 子 . 

如 果 把 LF 看 作 一 个 完备 格 工 * i F ERL- 结论 算 子 就 是 
定义 6.1.1 中 上 * 上 的 闭 包 算 子 . 

定义 7.12 B Co:L >L R. L — Shi 3M T, X 是 下 上 的 
L-R. 如 果 Con( X)2:1, 1i X F Con FARHA E 148 F 
上 的 最 大 天- 集 , 即 在 F FAURI IBD L - #. 

上 述 相 容 性 定义 与 定义 6.2.1 中 的 相 容 性 定义 是 相 一 致 的 . 

命题 7.1.3 ÜkCon:LF—- LF EF 上 的 L 一 结论 算 子 ,X,Y， 
ZELF, Wl 

(i)34 X=<<Con( Y), YS<<Con( Z)Éf , X<<Con( Z). 

(ü)Con(X V Y) =Con( X V Con( Y)) 

= Con(Con( X) V Con( Y)). 
证 人 是 显然 的 .以 下 证 (说 ,而 且 只 须 证 
Con(X V Y) > Con(Con(X) V Con( Y)). (7.1.1) 
事实 上 ,由 Con 的 保 序 性 得 
Con(X V Y) >*= Con(X) V Con( Y). 

两 边 同 用 Con 作用 并 注意 Con RARE (7.1.1). 

定义 7.1.4 设 YICFIF, 即 9 是 严 上 的 一 族 工 ~- 集 , 旦 1 村 多 
则 称 FH F EB L 一 语义 . 
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命题 7.1.5 设 9 是 下 上 的 LL 一 语义 ,定义 Cong: LF—- LF 如 
F: 
Cond X) =A ÍT€ #IT> XI,X€ LF. (7.1.2) 
则 Cony 是 五 上 的 工 一 结论 算 子 , 称 为 由 9 导出 的 工 语义 结论 算 
子 . 
证 ”Cong 显然 是 保 序 和 增值 的 ,这 里 像 以 前 一 样 ,规定 空 交 ， 
等 于 最 大 元 1, 那 么 当 9 中 没有 大 于 或 等 于 X 的 元 时 ,ConA X ) = 
1. 由 (7.1.2) 可 见 ,Y TE 9 | 
TX MEHR T > ConX X), (7.1.3) 
由 (7.1.3) 就 推 得 Con; Bapak EE F ERL- S KT. 
为 方便 起 见 , 以 下 常 省 去 变量 外 面 的 括号 ,如 Con( X)P] E 
为 ConX ,(Con(X))(y) 可 简写 为 (ConX )y 等 等 . 
定义 7.1.6 设 Cony 是 下 上 的 工 一 语义 结论 算 子 ,XE IT ,z 
€ F,a € L. WE 
(ConX)z= Za, 
则 称 z 为 牙关 于 语义 9 而 言 的 a 结论 ,简称 z 为 下 的 a 语义 结 
il, aX Fr KERA 
(Fa)X F? HAR“ (CongX)z >a. (7.1.4) 
HIH a =1 Bl ,# z Ax GEMAH. 
下 面 的 命题 是 自明 的 : 
命题 7.1.7 设 XELF,xEF, 则 
(ConX)z= = V la € L | (%Sa)X E z}. (7.1.5) 


3, 王 -语法 结论 算 子 


定义 7.1.8 设 下 是 非 空 集 ,L 是 完备 格 .F 上 的 n 元 工 一 推 
理 规则 + ,简称 L 一 规则 7z, 是 指 一 个 序 对 +=《r' ,xr ,这 里 
(i) 是 下 上 的 部 分 元 运算 , 即 ,r 为 映射 
六 :Dr >F, Dr C F". 
这 里 Dr Ær 的 定义 域 ， 
` 210 - 


GÆL 上 的 元 运算 一: 工 "一 工 ,满足 半 连 续 条 件 (SC) ， 
即 : 
(SC) 天 (ae V lagl;€Jl,az+1 as) 
=V el sktl an) J EČ. 
H r 关于 每 个 变 元 均 保 非 空 并 . 
例 7.1.9 在 本 例 中 我 们 给 出 后 面 要 用 到 的 两 个 二 元 世 一 推 
理 规则 . 
(i)ro= (ro ,ro ). 这 里 ro' 的 定义 域 为 下 x 下 的 对 角 线 , 即 ， 
Dry = I(z,z)! z€ F|, E ro (Zz,z) = >x. 
ro :LXL—L 的 定义 是 ro la, b)=aVb. ro 显然 满足 半 和 连续 条 
件 (SC)， 
(üú)z (= 《ri rD. kE 
Dri = l(z,z=>y) | z,y € F|, ri (z ,z=y) = y, 
之 是 下 上 的 二 元 运算 .又 
ri(a,b)=a Ab. 
这 里 假定 L 满足 第 一 无 限 分 配 律 ,于 是 容易 验证 r HEC). 
以 上 ro 5 ri 可 分 别 记 作 


又 ,条 件 (SC) 比 单调 性 要 强 , 但 当 工 为 有 限 链 时 二 者 是 一 致 的 . 

定义 7,1.10 设 久 是 下 上 的 一 族 L 一 规则 ,rr 世贸 , 工 是 下 
上 的 工 一 集 . 

(DRE V (z i, zeo)EDr EE 

Tr (zi, z.) > r (Tri, Te), 

则 称 TAFA, 是 闭 的 . 

(让) 如 果 Y¥ rE R,T Xr 都 是 闭 的 , 则 称 工 关于 名 是 闭 的 . 
这 里 慷 中 的 规则 不 必 同 为 n TL- AA. 

由 此 可 见 ,所 谓 了 关于 > 是 闭 的 是 指 ;了 T 在 各 个 公式 经 六 作 
用 后 所 得 公式 处 的 值 不 小 于 个 分 别 在 各 公式 处 的 值 经 六 作用 后 
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的 值 . 
命题 7.1.11 设 绷 是 下 上 一 族 工 一 规则 . 令 
= [TE LF | TFAAR, 
WJ 久 关 于 任意 交 运 算 封 闭 , 即 下 上 若干 关于 名 闭 的 工 一 集 的 交集 
仍然 是 关于 2 BJ 05. 
证 BR FEIRAL- 集 1 关于 任何 规则 都 是 闭 的 ， 所 以 
绕 关 于 空 交 运算 是 封闭 的 . 设 Y 是 更 的 非 空子 集 ,> 是 统 中 的 2 元 
工 一 规则 , 则 | 
(A Or (zis z.) = A {Tr (zi, z) | T € y| 
SA {r (Trie Tr.) | T € | 
SrA Yr (A Y)m=,). 
这 里 最 后 一 个 不 等 式 用 到 了 x 关于 各 变 元 的 单调 性 ,由 x 满足 
(SC) 知 这 一 点 自然 是 成 立 的 . 
定义 7.1.12 设 下 是 非 空 集 ， L 是 完备 格 FF 上 的 一 个 工 一 
语法 是 一 个 序 对 (A, Q) E AE14f, 统 是 下 上 的 一 族 工 一 规 
w. 
命题 7.1.13 B(A, DÆ F ERL- HE, EX Cona a: LF 
一 LF 如 下 : | 
Cona asX =A IT € FI T>A V X. TFAM], XEL. 
(7.1.7) 
则 Cona aE F ERL- AHAT, RABA, DIHAR L — AE 
结论 算 子 . 
证 Cona 2 显然 保 序 ,增值 .又 , 设 TAFA. BAH 
T>AVX 当 且 仅 当 工 之 和 V Cona aX, 
所 以 Cona .a 还 是 筹 等 的 ,所 以 它 是 下 上 的 上 一 结论 算 子 . 
注意 ,由 命题 7.1.11 HIXHE— X€ LF , Cona, aX 关于 贸 是 闭 
的 . 当 A 5 X REF 的 分 明子 集 时 ,Cona,aX BE F KEFA 与 X 
且 对 MP 规则 封闭 的 最 小 子 集 . 
定义 7.1.14 设 Cona ,a 是 F 上 的 二 一 语法 结论 算 子 ,EE 
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LF,z=€ F,a € L. W 
(Cong aX) Za, 
则 称 z Ax AFEA, 2A a 结论 ,简称 > 22 X hha 语 
法 绪论 , 记 作 (4 , R,a)X t z. 这样 就 有 
(4, 多 ,ea)XFHz MHRA (Cona aX)z >a. 
(7.1.8) 
特别 当 a=1 时 , 称 z 为 天 的 语法 结论 . 
下 面 的 命题 是 自明 的 ， 
命题 7.1.15 设 和 ELF,zEE，, 则 
(Cona axX)z = V la € L | (A,#,a)X F z]. (7.1.9) 
命题 7.1.16 设 对 每 个 i=1,…,n A 
(A,R a) X F z, (7.1.10) 
则 对 任 一 x 元 的 rE 2, 
(A,R r lais aa DX Fr (zi, )， (7.1.11) 
证 设 rE 2,T XT %BJE T>A V X ,Wi 
TY (7.1.12) 
且 由 (7.1.10) 有 | 
Tx; > (Cona aX) z; > a;i = pun. 
所 以 由 (7.1.12) 得 | 
Tr (zi 2) > r lagran). 
由 了 的 任 章 性 可 得 
(Cona,aX)r ZI ) > r (aisan). 
即 (7.1.11) 成 立 . 
这 一 命题 说 ,如 果 从 语法 上 X 以 程度 ai 推出 x; (i = 1,…， 
n) M X 以 程度 rtay,… a) 推出 (zx,… Za). 


4. F 中 的 证 明 


首先 让 我 们 回忆 经 和 典 命题 演算 中 的 证 明 . 设 下 是 全 体 公 式 之 
集 ,ACF,A 是 公理 之 集 ,XCF ,XX 是 假设 之 集 ,zEF,z 是 一 个 
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公式 .那么 X Hz, 即 存在 从 斑 到 z 的 一 个 证 明 是 指 存在 一 个 有 ， 
限 序列 


L1, 2 (7.1.13) 
这 里 + =z, 且 Yi 和 nm,zi 属于 以 下 三 种 情况 之 一 : 
(Dx;EX; 
(ü)=;€ À; 


(二 ) 存 在 j,k&<i, 使 z; EH z; £ z, 运用 MP 规则 推 得 的 结 
#. 
”这 时 对 于 给 定 的 公式 z1, z2 (7.1.13) 是 或 不 是 z, 
的 证 明 是 清楚 的 ,二 者 必 居 其 一 且 仅 居 其 一 . Pavelka 则 要 把 X F 
z 程度 化 ,这 里 x = x .因为 对 于 确定 的 公式 序列 zl ,zz，…zn， 
(7.1.13) 究 竟 是 不 是 从 和 到 z 的 证 明显 然 与 假设 集 X AR HA 
理 集 A 有 关 , 也 与 推理 规则 有 关 . 同一 个 公式 序列 (7.1.13) 可 能 
对 于 某 个 假设 集 X E> 的 证 明 , 而 对 另外 的 假设 集 了 , 则 不 构成 
M Y Alx 的 证 明 . Pavelka 首先 把 假设 集 X 程度 化 , 即 , 天 不 再 是 
F BJA E , 布 是 以 F ARH L- fuzzy 集 . 为 了 一 般 化 ,Pavel- 
ka 把 公理 集 也 程度 化 ,假定 A ERREF EH L fuzzy 集 , 同 时 
也 把 推理 规则 一 般 化 ,不 限于 考虑 MP 规则 . RER A 与 推理 规 
则 集 均 已 给 定 ,而 假设 集 X 是 可 以 变化 的 ,那么 (7.1.13) 中 原来 
是 公理 的 那些 x, 关于 给 定 的 A 就 有 一 个 隶属 度 Azi ,而 原来 是 假 
W X PHAR 则 有 未 定 的 素 层 度 Xzi, 它 随和 的 变化 而 变 
化 .至 于 由 前 面 n 项 运用 推理 规则 得 出 的 项 , 它 的 “ 值 " 自 然 由 前 
面 项 的 值 以 及 具体 的 推理 规则 而 定 . 为 了 明确 起 见 , Pavelka 把 
(7.1.13) 中 的 三 类 公式 用 三 种 不 同 的 符号 表示 :作为 假设 的 公式 
之 用 《zz 表示, 作为 公理 的 公式 z 用 (x ,0) 表 示 , 而 由 前 面 第 j,k& 
两 项 运用 MP 规则 ( 即 例 7.1.9 中 的 规则 ri) 而 得 的 x 则 用 《xz， 
r j ,此 )) 表 示 . 这 最 后 一 种 公式 ( 设 为 第 项) 还 可 一 般 化 为 (xz， 
rlin in)) 的 形式 , 意 指 公式 EBSi in ASi, 
"i Ck AMH + 而 得 出 的 .现在 把 以 上 所 说 精确 化 地 表达 
如 下 : i 
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首先 约定 , 设 P 为 任 一 非 空 分 明 集 ,以 P! 记 由 PERKA 
由 半 群 ,其 一 般 元 素 可 写 为 trt ;或 W = (ri, Aa) WUE 
P 中 的 字 , 这 里 x;EP,i=1,…,n. 这 时 约定 
[W = z, W!= zx,. 
BIL W #I W 1223328 W 的 第 一 个 与 最 后 一 个 元 素 ， 
定义 7.1.17 设 Z=FU(Fx10DU(Fx 久 xN!), 这 里 
N 表示 自然 数 集 , AE 下 上 的 一 族 工 一 规则 .FF 中 的 一 个 名 证 有 明 
E E PRK, I 三 中 的 字 
W = (Wis, Wn) € E, 
这 里 Wi =《z) 或 Wile, 0) AFEN k ,2<k=<<m , W 中 的 第 
上 个 元 素 如 果 属 于 Fx 2 x N* ,BJ 
W, = (zx,r, Cips tsip). 
则 > 是 ?元 工 一 规则 ,1<i ick, E 
z = (W, pe, W, ). 
这 个 证 明 W 叫做 以 W,, 为 目标 的 证 明 , 设 和 WW = z aA 
W= KH r= Wa, W, = W )). m 叫做 证 明王 的 长 度 , 记 作 
m=1(W).X.,F PHAR AEREI P(F, A). 
如 ， . 
((z),(z=— y,0),(y,ri (1,255) 
是 以 y 为 目标 且 长 度 等 于 3 的 证 明 . 
显然 ,如 果 WSW, W, yB FPR AIER, MYS, 
Wa) (Wi, Wi) 也 是 下 中 的 名 证 明 . 
定义 7.1.18 B W EFH AER, X Æ F EH L fuzzy 
集 ,4 是 公理 集 , 它 也 是 下 上 的 IL-fuzzy 和 集 , 则 W AFX AAW 
归纳 地 定义 如 下 : 
(GHE I(W)=1, Wa W= (z) (z, 0 时 规定 
WX=X- 或 WX = Ar. 
(GIH I(W')< > W W X EE X S W= Wat W.) 
M 
215" 


Xr, E W,, = (£) 
Wx -fa # W, = (z,0) 
“(WaX, Wa X), # W, = (ær lisin) 
注 7.1.19 É W EF hú) WEB, W— (Wi, , Wat W, 
=x,(i=1l,"*,m), WH F 2 29 W, W 关于 XX 的 值 只 与 F 上 
的 三 fazzy 集 和 在 zl…,zw 这 m 个 公式 处 的 值 有 关 . 如 果 Y 是 
下 上 的 任 一 L-fuzzy $, Y 在 zx1,… ,zx 各 点 处 的 值 与 XX 在 各 点 的 
值 相等 , 则 WY = WX .特别 是 令 了 在 以 上 各 点 之 外 的 值 恒 为 零 ， 
即 , 令 
1, y = Zi", Tm 
Y = X | G, Ë Gy = 0， 其 他 ， 
wW WY = WX. 
H(A, DÆ F EH 工 一 语法 ,我 们 在 命题 7.1.13 中 用 (7.1.7) 
式 定义 了 由 《4A , 久 ) 导 出 的 上 一 语法 结论 算 子 Cona,a- 这 是 一 个 整 
体 性 的 定义 , 对 每 个 六 E Lr, 下面 的 定理 把 X 按 整 体 观 点 由 
Cona s 作 用 后 在 公式 z 处 的 值 通过 以 z 为 目标 的 各 个 局 部 性 证 
HAF X 的 值 而 表达 了 出 来 . 
定理 7.1.20 H(A, DEF EAL- H, XEF ENL 
- 集 ,z EF 中 任 一 公式 , 则 
(Cona aX)z = V [WX | W € P(F,3),W = z}. 
(7.1.14) 
šE ` F Xr 表示 (7.1.14) 式 的 右 端 , 即 令 
Xr =V |WX I W € P(F,@),W = x}, (7.1.15) 
EEX E. F EREL- £ Çf z 处 的 值 等 于 以 xz 为 目标 的 证 、 
明 关 于 X 的 值 的 上 确 界 .以 下 证 明 X = Cong, aX. 
(YE X<Cona aX. 
为 证 ya < 和 和 ,必须 目 只 须 证 明 对 任 一 i€ IMEE, 
a <b;. 由 (7 1. 15) 趟 看 出 Xr 相当 于 V ar, 由 (7.1.7) 式 看 出 
Cona aX 相当 于 入 bj, 所 以 只 须 证 明 对 每 个 WEP, 2) ,XIE 
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+ T€ LF, T>A V X B T X+ 2 HIPFA 1 
WX=<T(W?. | (7.1.16) 
事实 上 , 当 2 (W)=1 m, WX 的 值 等 于 Xz 或 hr ,这 里 二 = 
Woh TAV X 知 (7.1.16) 式 成 立 , 设 当 1(W')<m 时 
WX<T(W 1). W=(W|,-', W. yC P(F,%).# W, € FU 
(Fx 40}), 则 可 像 上 面 一 样 证 明 (7.1.16) 式 成 立 , 若 W, € Fx $ 
xN?+, 设 
Wa = Lar, igr in)). 
由 定义 了 .1.18, 这 时 由 x 保 序 以 及 工 关 于 7 闭 得 
WX = (WX, Wo X) 
== (T( WG), T(W Wi))) 
=r(T( W,),—--, TOW, )) 
<TC Wise Wi) 
=T(W,) = TWD. f 
即 , 当 7 玉 )= zm 时 (7.1.16) 式 仍 成 立 , 所 以 (7.1， 16) 式 恒 成 立 . 
(这 现在 证 明 Conga aXX. 
因为 ((x)) 与 (《xz ,0)) 都 是 以 z 为 目标 的 证 明 , 且 关于 关 的 
值 分 别 为 Xz 与 4z ,所 以 由 (7.1.15) 式 得 A V X< X. H (7.1.7) 
式 知 以 下 只 须 证 压 X: T % Hi. 
事实 上 , 设 r= (r, ER, 7 z ,€ D”. 04 k,k 
=1,--- n WIWO aE EBZ z, 为 目标 的 证 明 . 则 出 
(7.1.15) 式 得 | 
Xr, =V {WENX | REl, (7.1.17) 
这 里 
Wi) = AWE e, wo). 
RG J EJ x: X J, 2 PEF 
WE oia) = (WEH e, Whig pno WE pee, W) ) ) 
Cr (21s Z ) r Cir i )) 7118) 
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E F PA (zi, zu) 为 目标 的 证 明 , 这 里 
ig = m(1,j4i) teet mk, jg). 
由 六 满足 (SC) 条 件 以 及 (7.1.17) 式 (7.1.18) 式 与 (7.1.15) 式 得 
r (Kris, = (V IW(j0X a € Jl, 
V (W x | Jx € Jat) 
=V (AWLI X WX) | 
Gassin) E J1 Xe X Jat 
=V [WG X | (jistina? EJix X Ja? 
Rr (zi, Tn). 
因为 + 是 免 中 的 任意 规则 ,所 以 X 关于 名 是 闭 的 . 
推论 7.1.21 设 工 是 全 序 集 ,《A, 外) 是 下 上 的 L - Wik, 
(A, 2,a)X Hz Ab<a, WE WC P(F,%),W = x, WX> 
b. 
推论 7.1.22 设 工 是 对 偶 良 序 集 , 即 , 工 是 全 序 集 且 每 个 非 
空子 集 都 有 最 大 元 , 则 对 每 个 ELF 和 每 个 zxEF, 有 WEP(F,， 
2), WI=x, 有 (Cona aX)zr = WX. 
推论 7.1.23 设 工 是 格 且 工 满足 上 开 和 链条 件 A.C.C., 即 工 
中 不 存在 无 限 上 升 链 , 如 果 久 中 含有 规则 ro, 则 对 任 一 X€ L” 5 
#—rEF, 
GJE=|WXIWEP(F, 统 ),W1= xz| 关 于 非 空 有 限 并 运算 
封闭 . 
(让 存在 WEP(F, 久 ) ,Wi1=z, 使 (Cona,aX)x= WX. 
证 (i) 设 WIX,W2XEE, 则 
Wi, W, € P(F,R), WI = W, != z. 
设 
W, = (Wp, WD), W, = (WE, WO). 
令 . 
W, = (WP, wa) wí)... WO), 
W = (WEP, WO, WE, e, wO) (x ,ro,(m,m + n))), 
n | 
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W,X = W:X, W=z BH. WEPEF,N. 
这 时 | 
WX = r (WiX, W, X) = (WiX, W,X) = W,X V W,X. 
这 就 证 明了 E 关于 非 空 有 限 并 运算 封闭 . | 
GAX L RATA XR 6 EAH, E 中 各 非 空 有 限 并 中 必 
存在 一 最 大 元 , 设 为 WX VeV WX RAG, A WC P(F, 
RR) WI=z RWX=W,XV--.V W,X. 


5. KAF 
设 XELF,GCF, 则 XIG 是 已 上 的 如 下 工 一 集 : 
_ |Xy, y € CG, 
(X1G)y= 10， 其 他 . 


定义 7.1.24 设 C:Lr>LF J L 一 结论 算 子 .如 果 对 每 个 X 
ELr,zEF, 存 在 下 的 有 限 子 集 G=G(X,+), 使 | 
(CX)=z = (C(X | G))z, 
则 称 C 为 紧 算 子 . 
定理 7,1.25 B(A, DÆ F LHL- Wik. MELENA 
良 序 集 或 二 是 格 且 工 满足 上 升 链 条 件 A.C.C., 且 + € 2 ,Wli 
证 由 推论 7.1.22 一 7.1.23 知 对 给 定 的 XELF MrEF, 
# W€ P(F,%@),W = z (Ë 
(Cona,aX)z = WX. (7.1.19) 
设 W=(W,,---,W,),& G= Wie Wj , 则 由 注 7.1.19 知 
WX = 让 (X|1G) .由 此 得 
W(X | G) = WX = (Cona,aX)z Z (Cona,a( X | G))=. 
另 一 方面 ， 
(Conal X I G))z= =VIWX | G)! W € P(F,2), W] 
= z] > W(X! G). 
所 以 f 
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(Cona ,a( X I G))z = W(X | G). 
从 而 由 (7.1.19) 得 | 
《Cona,aX)z = (Cona, a(X | G))z. (7.1.20) 
所 以 Cona,s 是 紧 算 子 . 
注 7.1.26 如 果 把 (7.1.20) 式 的 右边 放宽 , 则 元 须 任何 条 件 
恒 有 下 式 成 立 : 
(Cona ,aX)z = V ÍI(Cona,a(X | G))z= | G C F,G #Bl. 
(7.1.21) 
证 姑 为 对 下 的 任 一 有 限 子 集 G 
Cona,a(X | G) < Cona,aX, 
所 以 (7.1.21) 式 右边 不 会 超过 左边 .又 , 设 1W 人 1jE i 是 全 部 以 
z 为 目标 的 证 明之 集 ,对 每 个 jEJ, 设 
WY) = (WE, WU). 
令 
G; = Ww... TW f 
则 由 注 7.1.19 8, WQ) X= WÜ)(X|G,). r U HEB 7.1.20 得 
(ConaaxX)z =V {WOX j € Jl =V {WO(X | G) |; € J| 
<V [Conaa( XIGDrIjET | 
<V Con, aX | G))z | GC F,G 有 限 }. 
这 就 证 明了 (7.1.21) 式 . 


6. 可靠 性 


定义 7,1.27 设 r 是 下 上 的 L 一 规则 , 9 是 下 上 的 LL 一 语 
义 .如 果 9 中 每 个 元 全 都 关于 r+ 闭 , 则 称 r 关于 9 是 可 靠 的 . 设 
(A, %)E F EBI L 一 语法 , 则 称 (4 9) T 9 是 可 靠 的 , 若 

G)A=Cons 0, 即 ,对 每 个 T€ F,AST. 

(站) 对 每 个 rE A,r 关于 9 是 可 靠 的 . 

注 7.1.28 规则 ro 关于 每 个 TELF 都 是 可 车 的 ,因为 

Tro (z,z) = Tr = Tx V Tr = ro (Tr, Tr). 
. 220 > I 


定理 7.1.29 设 (A4, 句 ) 与 9 分 别 是 下 上 的 LL 一 语法 与 L 

语义 , 则 (A , 组) 关于 9 可 靠 当 且 仅 当 | 
Cona,a < Cong- 

证 设 (&, 统 ) 关 于 9 可 靠 , 则 对 每 个 TE Z,A=T,3ME T 
关于 免 是 闭 的 .所 以 由 (7.1.7) 式 知 当 TX, T Cona, aX. Mi 
以 由 (7.1.2) 式 即 得 Cona ,ws<Cony 

反 过 来 , 设 上 式 成 立 , 则 4 入 Cona a 0 委 Cony 0. HK, B + = 
ir rE R, xn E Dr, TE 9, 贡 由 命题 7.1.13 后 面 
的 注意 知 Cong aT XF AEA, Br 

r” (Tz i," Tan) Sr ((Cong, aT )x1:* (Cona, aT) zn) 

(Cona aT)r (zi, Z.) 

s= (ConzT)r (zi,""", En) 

= Tr (zi, `, ZA). 
这 最 后 的 等 号 是 由 于 T€ ,从 而 ConyT = 个 .这 就 证 明了 对 每 个 
r€ 2,r 美 于 是 可 靠 的 ,从 而 (A, 统 ) 关 于 9 是 可 靠 的 . 


7. 完 备 性 


定义 7.1.30 FEL- HEI, AWRAT L — W X $ 

是 完备 的 ,如 果 
Cona,g = Cong 
mL- ELEAF, 所 可 以 公理 化 . 

注 7.1.31 上 述 完备 性 是 相当 强 的 概念 ,因为 它 要 求 对 下 上 
的 和 任意 工 ~ 集 X,Cona aX = ConsX 成 立 , 同 时 A 与 中 的 元 也 
都 是 下 上 的 LL 一 集 .但 在 经 典 情形 ,只 要 求 上 式 对 下 中 的 分 明和 集 
X RT, HE A 以 及 9 中 的 元 也 都 是 下 中 的 分 明和 集 , 所 以 经 典 铺 
形 的 完备 性 要 弱 得 多 .特别 是 第 一 章 中 介绍 的 完备 性 还 限制 了 其 
为 空 集 ,自然 更 弱 一 些 ， 
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87.2 剩余 格 


为 了 建立 实用 的 工 一 语义 理论 ,赋值 格 工 上 应 当 有 适当 的 结 
构 或 运算 .本 节 中 就 系统 研究 带 有 丰富 结构 与 运算 的 剩余 格 和 强 
狮 余 格 理论 . 


1. 伴 随 


定义 7.2.1 设 己 是 偏 序 集 ,P 上 的 二 元 和 运算 的 与 二 叫做 互 
为 伴随 , 若 以 下 条 件 成 立 ， 

(M) Q: Px P> P 是 单调 递增 的 . 

(R) —;PxP—+P 关于 第 一 变量 是 不 增 的 ,关于 第 二 变量 
是 不 减 的 . | 

(A) abe 当 且 仅 当 a 所 b>ec,a,b,cEP. 

这 时 (的 ,一 ) 叫 做 已 上 的 伴随 对 . 

命题 7.2.2 设 已 是 偏 序 集 , 则 条 件 组 (Mo ),(Ro),(A) 等 价 
于 条 件 组 (Mo) ,(Ro),(A'),(A“) ,这 里 条 件 (A'") 与 CA“) 的 意义 如 ` 
下 : 

(A) as(b-=(a@9b)), - 

(A? (a—b)@QasSçb, a,b€ P. 

证 (M). (ROSOR, hO abai 
MEA). H(A) AR (a —>b)=< (ab) BEA. R, E 
(Mo), (Ro), (A), (AYRE, abe MAMO ARANG 

a@Q b =< lacee, 
故 aQ c. iZ abe ; 则 由 (Ro) 以 及 (A&A') 得 

a< (b— (a Db) S b — c, 
页 a 委 8 一. 这 就 证 明了 (A). 

命题 7.2.3 设 PP 是 偏 序 集 ,的 与 > 是 P 上 的 伴随 对 ,a EE 
PW FIRR: 

(Mi) 映射 f:P>P 保存 在 并 ,这 里 f(z) = 0a, E 
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(Yzi) Q a = V (z @a) (7.2.1) 


当 等 号 两 边 出 现 的 并 都 存在 时 等 式 成 立 . 
(R) 上 映射 g:P 一 下 保存 在 交 , 这 里 g{y)=a-*y, 即 
a — Ay = A(a — y) (7.2.2) 
当 等 号 两 边 出 现 的 交 都 存在 时 等 式 成 立 ， 


特别 当 P 是 完备 格 时 (7.2.1) 式 与 (7.2.2) 式 都 成 立 . 
这 个 命题 是 下 述 更 一 般 的 命题 的 推论 : . 
命题 7,2.4 设 P 是 偏 序 集 ,f,g:P->P 满足 条 件 : 
flz)<y SERS x< =g(y), (7.2.3) 
则 了 保存 在 并 ,g 保存 在 交 . 
证 设 (7.2.3) 式 成 立 , >z € P (i € I) B Yz: 存在 , HÍ H 
(7.2.3) 式 得 
Nad Sy HERA Vesel), 
当 且 仅 当 WVi,z < g(y), 
当 且 仅 当 Yi, fr) Sy. 
当 且 仅 当 Vfl) Syy € P. 
因为 y 是 任意 的 ,所 以 
A Vaz) = VFC). 
当 等 号 两 边 出 现 的 并 都 存在 时 等 式 成 立 , 即 了 保存 在 并 . 
其 次 证 明 当 (7.2.3) 式 成 立时 g 保存 在 交 . 设 y € P (i € I) 
且 Asy 存在 , 则 由 (7.2.3) 式 得 
= =< g( Ax) XEN fix) < Ay 
HHRH Vi flr) Sys 
当 目 仅 当 Vi,z s< g(y), 
当 且 仅 当 z<Ag(y),z € P. 
因为 + 是 任意 的 ,所 以 
g(Axi) = Ag(yi) 
当 等 号 两 边 出 现 的 交 都 存在 时 等 式 成 立 , 即 g 保存 在 交 . 
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推论 7.2.5 命题 7.2.3 成 立 . 
证 EÉ /(z)=x@a,g(y)=a—y,jkH a 是 P 中 任 一 固定 
元 .因为 的 与 一 互 为 伴随 ,由 条 件 (A) 知 (7.2.3) 式 成 立 , 所 以 由 命 
题 7.2.4 即 得 命题 7.2.3， | 
命题 7.2.6 设 工 是 完备 格 . 
GEEH: LX L— L 满足 条 件 (Mo) 与 (Mi) , 则 有 满足 条 
件 (Ro) 的 唯一 的 映射 一 : 工 X 工 一 上 使 (AA) 成 立 , 且 
(a—b)=V!]z=€ Lil zG@a=<bl,a,b € L. 
(7.2.4) 
GODERMI — LX LL 满足 条 件 (Ro) 与 (Ri ), 则 有 满足 条 
件 (Mo) 的 唯一 的 映射 的 : 工 X 工 一 工 使 (A) 成 立 , 且 
a@b=AÍz€Lla<b— rl,a,b € L. (7.2.5) 
证 (i) 就 按 (7.2.4) 式 定义 一 , 则 由 侈 满足 (Mo) 知 一 满足 
(Ro)., 由 (7.2.4) 式 与 (Mi) 得 
(a—b)@ a = V Íz @ a! sabi =< 5. 
文 , 由 (7.2.4) 式 得 
b={(a0b)=V Ízx=€ LIzG@b5b=<a@Q bl Ra. 
即 ,(A') 与 (A ) 均 成 立 , 所 以 由 命题 7.2.2 知 (A) 成 立 . 
最 后 ,一旦 一 满足 (A), 它 就 只 能 被 (7.2.4) 式 唯一 确定 .事实 
上 ,这 时 
a — b= V iz € L | z= (a— b)| 
=V Íz € LI z@a=<b]l. 
即 (7.2.4) 式 成 立 . 所 以 ->: 工 X 工 一 工 是 唯一 的 . 
(让 就 按 (7.2.5) 式 定义 的 , 则 由 一 满足 (Ro) 知 的 满足 (MV). 
由 (7.2.5) 式 与 (R1) 得 
b—(a@b)=A lb = xla Sbm azl Za. 
又 ,由 (7.2.5) 式 得 | 
(a—b)@ a =A Íz € L i (a— b)= (a +z) < b. 
Bl ,(A7)55(.1A7)389523F PT LL PE 7.2.2 知 (A) 成 立 . 
最 后 ,一旦 名 满足 (A) , 它 就 只 能 被 (7-2.5) 式 唯一 确定 .事实 
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a@b=A Íz €Lla@Qb=< l 
=AÍz€ Lilia b— <l. 
即 (7.2.5) 式 成 立 .所 以 鸭 : 工 X 工 一 工 是 唯一 的 . 
例 7.2.7 设 工 =[0,1], 则 工 是 完备 格 ， 
(DE a—>b H Lukasiewicz 的 Riala, b) ES, Hi 
a—-—b=(a +b) Al, a,b € [0,1]. (7.2.6) 
则 > 满足 (Ro) 与 (Ri1), 按 (7.2.5) 式 定义 的 .注意 当 xE[0,1] 时 a 
<br 当 且 仅 当 z 守 {a +5 一 1)}V0, 则 由 (7.2.5) 式 得 
aG b = (a +b -1) V 0. (7.2.7) 
HRA 7.2.6 知 ,( 的 ,一 ) 是 [0,1j 上 的 伴随 对 , 叫 Eukasiewicz 伴 
随 对 . 
(说 设 a—b 由 Göde 的 Rola, b) EX, E 
1, "asb 
E a— b = b, ab. (7.2.8) 
M-A (Ra) (R,).8k(7 2.5) E XG. RE a> b 时 满足 
as<b—=zxr 的 最 小 x ST b "4 a< b 时 满足 a 所 5->x 的 最 小 z 等 
于 ea , 便 得 
a@b=ahAb. f 
由 命题 7.2.6 知 (的 ,一 ) 是 [0,1] 上 的 义 一 组 伴随 对 , 叫 Gödel 伴 
随 对 . | 
Ciiik a->5, 由 Ro AF Ro(a ,5) 定 义 , 即 
1, 当 a < b 
a Vb, Habb. 
则 一 仍 满足 (Ro) 与 (Ri ). 按 (7.2.5) 式 定义 人 .注意 当 a< 时 满 
足 a 委 > 的 最 小 z 等 于 0, 当 a >5 时 满足 4 过 5 一 zx 的 最 小 工 


等 于 a Ab, tE 
0, 当 a + b < 1 H 


a@b= | A 5， 当 a+5>1 时 . 
由 (7.2.9) 、(7.2.10) 式 确定 的 伴随 对 (的, 一) 叫 [0,1] 上 的 怒 尾 
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(7.2.9) 


a— b= 


(7.2.10) 


” 随 对 . 
定理 7.2.8 设 忆 是 偏 序 集 ,( 的 ,~>) 是 PP 上 的 伴随 对 , 则 以 
下 的 条 件 (Mi) 与 (R;) 等 价 (i =2,3,-… ,8); 


(M) z mar 保存 在 并 . (Ro) y (yy>a) 是 并 一 交 运 算 . 
M) DDZ SaR). (Ra) p> c< ((a—b) =(a—c)). 
(M) a@Q1=a. (R,) a=1—a. 

(Ms) Ra =a. (Rs) a&b MEB a—b=1. 
(M;) a@Qb = bha. (R) aihe MHR bame. 


(M) (ac ok aX be). (R) lab} lae Ek). 
(M) a Yc = aCA bY). (R) (ab)c =(a-=(b >=c)). 


证 用 (M) 一 (Ri) 表 示 (M;) 与 (Ri) 等 价 (=2，…8). 则 各 
等 价 性 的 证 明 如 下 : 
(M2) ~ (R2): 
设 (R,) 成 立 , 则 当 f(z)= r>a Ht, fi Vzi)= Af(zxi) ,所 以 
V (ary "fAH0R23M V: az <, 
3MMRI3HMVi,a sz y, 
HARA a SA (z y), 
“HRH ae 委 ! Vz) y, (B (R2)) 
当 且 仪 当 a@( Vz:)Sy. 
因为 y 是 任意 的 ,所 以 
a Q (Vz) =V aBa) (7.2.11) 
当 等 号 两 边 的 并 都 存在 时 等 式 成 立 , 即 (Mz) 成 立 . 
反 过 来 , 设 (Me) 成 立 , 则 | 
y<( Vz:)—>a 当 且 仅 当 yG9( Vz )<a ; 
当 且 仅 当 Y (r)a, . 《由 (M2)) 
当 且 仅 当 Yi, yr Sa, 
当 且 仅 当 Yi,y 所 za， 


当 目 仅 当 yA (= =a). 
因为 y 是 任意 的 ,所 以 
((Vz) — a) =A(z > a) (7.2.12) 
当 等 号 两 边 的 并 与 交 都 存在 时 等 式 成 立 , 即 (Rz) 成 立 . 
(Ma) ~ (Rs): 
由 条 件 (A) 和 (Mo) 知 
(b—>c)@ ((a — b) @a) < (6 — c) @ ó < c. 
B(M: VRI H| E24 . | 
((b— c) (a — b)) @ a < c. (7.2.13) 
从 而 两 次 运用 条 件 (A) 分 别 得 出 | 
(b — c) Q (a — b) < (a — c) 
和 
(b — c) < ((a — b) — (a — c)). 
这 最 后 一 个 不 等 式 就 是 (Rs3). 注 意 ,由 以 上 推理 可 见 当 (A) 成 立时 
(Rs) 等 价 于 (7.2.13) 式 . 


反 过 来 , 设 
a @ (0 @ c) < z. (7.2.14) 
这 里 x EL H E—Ja. Mh (Aat 
-a < (( @Q) c) — +). (7.2.15) 
又 ,由 (A') 得 ' 
b < (c — (b @ c)2. (7.2.16) 


由 (?.2.15) 式 和 (7.2.16) 式 运用 (Mo) 得 
a @) b < (((5 @ c) — z) O (c — (b @ c))). 
设 (Rs) 成 立 , 则 由 (Mo) 与 (7.2.13) 式 得 
(a @ b) @ c< [((p @) c) — z) @ (cz — (b @ c))] @ c 
< z. (7.2.17) 

以 上 从 (7.2.14) 式 推 得 了 (7.2.17) 式 .因为 z 是 任意 的 ,特别 当 
.z=a 的 (5 的 c) 时 (7.2,14) 式 成 立 , 所 以 
(a@ b)@ <a @ (0 Ge). . 
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这 就 是 (Ms)， 

(Mp) ~ (Ry): 

设 (M4) 成 立 , 则 a 的 1 所 a .由 (A) 得 < 委 1 一 a .又 , 设 z 委 1 一 
a M| H (A)48 rOl. HCM), B ra. h r EEE >a 
=a. Fi LA (Ra) S.. 

HZR IA, N a=1—>a. WHAE ala. 又, 设 
aiar, Ml aSr. HR), El aSr. h z 的 任意 性 得 za 的 ] 之 
2a. 所 以 (M4) 成 立 ， 

(Ms) — (Rs): ` 

设 (Ms) 成 立 , 则 a = 1624 ,所 以 

axb SARH 1 的 a 所 5， 
HAH 1=<a—b, 
当 且 仅 当 a—b=l. 
所 以 (Rs) 成 立 . 

反 过 来 , 设 (R;) 成 立 , 则 由 asa E 1=a—a. ACA), aS 
a. X, i 1a 所 1694 及 (A) 得 1 委 (e 一 (169a )) .那么 由 (Rs) 即 
得 ala .所 以 (My) 成 立 . 

(Ms) ~ (Re): 

设 (Ms) 成 立 , 则 由 (A) 知 

4a 委 8 一 c SERS abae, 
“ARH basc, 
当 且 仅 当 bame. 
所 以 (Re) 成 立 . 
反之 , 设 (Re) 成 立 , 则 由 (A) 知 
abar 当 且 仅 当 a 所 5 一 工 ， 
HHAH bar, 
HHRH basir. 
所 以 由 z 的 任意 性 即 得 (Me). 
(MI) ~ (R): 
设 (M7) 成 立 , 则 由 (A) 与 (Mo) 得 
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(a — b) @ (a @ c) < ((a — b) @ a ) @ c < b @) c. 
故 由 (A) 得 
(a — b) <ç ((a @Q c) — (b GQ c)). 
即 (R? RE. 
BZ labar [|H (A)88 aS ark as (b 
—(c=z)). W (Ro R, M H CA) (R) 
as (b — (c > z)) SLOK (> z) @ c)] 
=< ((b Q c) — z). 
那么 由 (A) 就 得 到 <@(8 罗 c) 委 z, 所 以 由 了 的 任意 性 即 得 (MD) 
(Me) ~ (Re): 
设 (Ms) 成 立 , 则 由 (A) 得 
z=<((a@Qb) =c) MHRA rab c, 
3 ARH drac, 
当 且 仅 当 asle), 
当 且 仅 当 z=(a—=(b—=c)). 
由 xz 的 任意 性 即 得 (Rs) . 
反 过 来 ,由 (A) 以 及 (Rs) 得 
(abr 当 且 仪 当 a@b<(c—), 


HANY a st(b—(c ==), 
当 且 仅 当 as((bQ0 c )-=z), 
HHRH abe Sr. 
由 的 任意 性 即 得 (Ms ). : 
2. 剩 余 格 


定义 7.2.9 有 界 格 L 叫 剩 余 格 (residuated lattice) , 若 
(DEL 上 有 伴随 对 (办 ,->)， 
(说 《LL ,的 ,1) 是 带 单位 元 1 的 交换 半 群 ,这 里 1 是 工 的 最 大 


.Hl 


这 时 工 常 记 作 《 工 ,的 ,一 》， 
定理 7.2.10 设 (L ,的 ,一 ) 是 剩余 格 . 则 
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(站 (CM;) 与 (R;) 都 成 立 (i =0,1,…,8). 

Daba Ab. 

(iüi)Xa—b5Ac)=(a—b)A(a—c),(a V o—>c)=(a—c)A 
(b—=c). 

证 《只 须 证 (Ri) 与 (M; ) 成 立 ( =1,…,8). 由 定义 7.2.1 
与 命题 7.2.3 知 (MI ) 与 (RI1) 成 立 , 由 工 关于 多 构成 交换 半 群 有 1 
是 乘法 的 的 单位 知 (Ms) 一 (Ms ) 成 立 . 所 以 只 鲍 下 证 明 (Mo ) 成 立 . 
事实 上 ,由 (MI) 知 f(z)= zG@Qa 保存 在 并 ,那么 由 交换 律 知 g(z) 
二 a 的 z 也 保存 在 并 , 苑 (MD RR F. 

Gih (Mo) abal aKO, B l H (M,) 5 
(Ms ) 得 

a@b=<(aG@1) A(1605)= a Ab. 
(说 ) 由 (Ri1) 与 (Rs) 即 得 此 二 特例 . 
推论 7.2.11 24 m&n Brana" XE 
k ... 
a eQ Q z. 


证 以 a3=a2 为 例 ， 
a= aRQaQakLlaQa) Aaaa = at. 
一 般 情形 的 证 明 与 上 式 类 似 , 略 去 ,由 于 有 结合 律 成 立 , 所 以 在 上 
面 我 们 略 去 了 多 个 因子 相 乘 时 的 揪 号 . 

例 7.2.12 设 工 =[0,1], 则 工 按 例 7.2.7 中 的 三 三 种 伴随 对 
都 构成 剩余 格 .下 面 是 剩余 格 的 进一步 的 例子 . 

(JEt L 是 Boole 代数 , 则 工 关于 乘法 八 构 成 带 单位 1 的 交换 
FH. A 显然 满足 (Mo)( 取 的 为 A). 规 定 a 一 b=a Vb. 这 里 a 
是 a 的 补 元 , 则 一 显然 满足 (Ro) ,又 , 设 aAbc, 则 (a A b) V 5° 
pb Ve. Ela MbVb =(aVe)A(EVo)=(aVb )A1= 
Vb 之 a ,所 以 a&b Yc=8->c. 反 过 来 , 设 asScbp—c = b Ve 
a Abs<(P'Vc)A6=(P'Ab)V(cAb)=0V(cAb)<c. Br 

a Ab< c 当 且 仅 当 ae < b— c. (7.2.18) 
即 条 件 (A) 成 立 .所 以 (A ,一 ) 是 工 上 的 伴随 对 ,( 工 ,A EA 
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余 格 . 

GDE L EAA Heyting 代数 , 则 一 正 是 通过 (7.2.18) 式 而 定 
义 的 ,这 时 可 证 ( 工 , 人 ,一 ) 仍 构成 剩余 格 , 只 是 a 一 b 的 表达 式 已 
不 能 用 a’V b 表示 ,因为 在 一 般 的 Heyting 代数 中 补 元 不 存在 . 请 
读者 自行 证 明 这 时 一 由 Gedel 的 蕴涵 算 子 (7.2.8) 式 确定 ;与 例 
7.2.7 的 (i) 不 同 ,那里 工 =[0,1j, 而 此 处 工 可 为 一 般 的 有 界 
Heyting tA, H, L 是 具有 最 大 元 1 与 最 小 元 0 的 格 , 工 上 有 一 
个 按 (7.2.8) 式 定义 的 满足 (7.2,18) 式 的 二 元 运算 一 (参看 文献 
[35,36]). 

GDE R 是 带 单 位 1 的 交换 环 , SRE R 中 的 理想 按 包 含 
序 所 成 之 完备 烙 . 在 3(R) 上 定义 两 个 二 元 运算 的 与 一 如 下 : 设 A, 
Æ R 中 的 理想 , 则 

-AO B= | Zabi | a; € ,bi € A,n € N| , 

ƏS@— = Íz € R | za €E FHE a C wi 都 成 立 }. 

TEROR) ,的 , 一 ?是 王 余 格 . - 

事实 上 ,上 面 已 经 说 过 收 (RR) 是 一 个 完备 格 . 首 先 回忆 交换 环 
R 的 一 个 理想 I ER 的 一 个 子 环 满足 条 件 r1CT 对 每 个 r 都 成 
立 , 这 里 亲 = {rz|zETi.R 的 一 个 非 空子 集 S 构成 R 的 一 个 理 
想 的 充 要 条 件 是 S 对 差 运算 封闭 ,上 且 对 每 个 rERR 均 有 rSCS( 参 
看 文献 [38]). 据 此 可 验证 38(R) 对 运算 多 与 都 是 封闭 的 ,以 的 


HA È ah ADA HET, rER, M 

r 3 a: = È (ra;)b; 
仍 为 Ax BRL, AA ra,€ dliil, n) Mk r ABE 
POET NÜ Žak ,Sc € IQD, MH 
Bab - Š cø; = EDET € 好 ,外 € Bk = l," ,n + m). 
知 69 多 对 差 运算 封闭 ,这 里 . 
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aks k < n, -人 k =< n, 

-1 k > n, X> |a, kh>n. 
KAIDA R 中 的 理想 , 即 9 (R)X RG B SH]. LO 
最 然 是 交换 的 与 结合 的 ,上 且 R 是 3(R) 中 的 乘法 单位 ,所 以 
《9( 民 ), 的 , 民 ) 是 带 单位 的 交换 半 群 . 以 下 证 明 (的, 一) 是 3(R) 
上 的 伴随 对 . 

事实 上 , 设 GQ 3C %,a C€ jy. 因为 对 每 个 bE BHA ab € 
SQC Z kxr A a € BE. ARET oC 3 —> 中. 反 过 
来 , 设 CAE, WK a.€ wbE Bll, n, H a; € 2 
EH abi E €(¿=1,--,n). BD Sab E %. 这 就 证 明了 QI 
C <. 


综 上 所 述 知 (8( 只 ) ,四 ,一 ) 是 剩余 格 . 
(iv) 设 R =Z, B R 是 整数 模 12 环 , 则 R 是 带 单位 的 交换 


SG = 10,4,8 Z A, 
可 见 莱 法 的 不 是 得 等 的 . 又, 2 = 10,3,6,9| 是 8( 民 ) 中 与 x 互 不 
包含 的 理想 ,所 以 3( 民 ) 按 包含 序 不 构成 链 . 
(v)Ë C, A = fei:|0 委 ;i 委 | ,0= agla Lan 二 1, 规 定 
ay R) a, = G(Imax(0,k+ p—- m) s (7.2.19) 
Ak > G, = Guin(m,m-k+p) (7.2.20) 
_ 则 可 证 《Ch +1, 的 ,一 ) 是 剩余 格 , 叫 m + 1 元 于 ukasiewicz $£. 
又 , 若 规定 O | 
人 , a= b, 
aq — b = 

. b, a > b. 

JI ( A ,一 ) 是 Cr+rl 上 的 叉 一 伴随 对 ， 称 剩 余 格 《Ch1， A ,一 >) 为 
m + 1 元 Heyting 链 .请 读者 完成 以 上 的 证 明 . 

注 7.2.13 由 上 例 的 (v) 可 见 ,C,,+1 上 有 不 同 的 伴随 对 使 其 
成 为 剩余 格 . 以 n{m) 记 这 种 不 同 剩余 格 的 数目 , 则 在 一定 条 件 下 
可 证 下 面 的 事实 成 立 ( 参 看 文献 [211): 
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(k +5):2}74 


又 ,[0,1] 上 则 有 不 少 于 2 个 不 同 的 伴随 对 .比如 ,在 例 7.2.7 中 ， 
我 们 介绍 了 [0,1] 上 的 Eukasiewicz 伴随 对 (四 ,一 ) ,由 (7.2.7) 式 
与 (7.2.6) 式 确定 .请 读者 自行 证 明 ( x ,一 ) 是 [0,1] 上 的 另 一 个 伴 
随 对 ,这 里 x 是 普通 乘法 运算 ,上 且 

1, a&b, 
b/a, a>b. 
最 后 ,请 读者 证 明 对 于 Lukasiewicz KARECO Ti , 
妇 二 了 因 … 四 zz=0V[1-2(1->z)]，(7.2.21) 
从 而 当 z<1 且 x > z" =0. 
以 下 讨论 剩余 格 的 进一步 的 性 质 . 
定理 7.2.14 设 (L , 邮 , 一 ) 是 剩余 格 ,规定 
ab = (a—b) A (b—a),a b € L, (7.2.22) 
则 以 下 性 质 (B;) 成 立 (i 二 1,*… ,8): f 
(B) a}l=*a. 
(B) a=b 当 且 仅 当 aeb=1. 
(B) aeb= bea. 
(B) labbe) Sac. 
(B) (abi) Alaz >b) & C la A aA b>)). 
(B) (ab) A(a29+b;)<<((a,Va,p)*e(bi V b;)). 
(B) (aeb Rlar b S ((ai@a,)*+>(biG25;)). 
(B) (ah Ola bS Carma) bh). 
证 性 质 (B1) 一 (Bs) 是 显然 的 ,以 下 证 明 (Bs) 一 (Bs). 
(By): 由 (Rs) 有 
(b— )< ((a — b) — (a — c)). 
再 由 (Re; 即 得 


a=b = 
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(a =b) < ((b — c) — (a — c)), 


所 以 由 (4A) 得 ` 
(a =b) @ (b — c) < (a — c), 
从 而 
laeb) O (b—c) < (a — c). (7.2.23) 
E: 
(cb) (ba) S e—a), 
Bp 


(acb) O (bec) S (c — a). (7.2.24) 
由 (7.2.23) 式 和 (7.2.24) 式 即 得 (B4). 
(Bs): 由 (7.2.22) 式 以 及 条 件 (Mo) 与 (A”) 得 
(Caibi) A (ae52)) 因 (al A az) 
(ar bi) A (az > b2)) @ (a, À a2) 
(a bi) @ ai) A ((a>— b>) @ a>) 
Kbi A b2. 
所 以 由 (4) 得 
(airb) A (azb) < (Car A az) — (bi A b2)). 
由 过 的 对 称 性 即 得 (8 ). | 
(Bs): 与 (Bs) 的 证 明 类 似 , 略 去 . 
(By): 由 @ 的 交换 性 与 结合 性 以 及 (7.2.22) (M0) 与 (A”) 得 
(Carb) @ (az*>5;)) @ (a, Qaz) 
=((ars>b1) Qa) @ (Carb) Qaz) 
< (Ca 一 bi) @ a1) 的 (Caz — b) 的 az) 
sb, 的 ba- 
由 此 即 可 得 出 (By). 
(Bes): 请 读者 利用 (B4) 自 行 完成 证 明 . 
注 7.2.15 IE aba A5, 则 由 (B;) 一 (By) 得 
(atb) Q lab) < ((ai[la;)e>(b,[]b,)), (7.2.25) 
这 里 口 可 为 A,V ,四 ,一 中 的 任 一 个 . (7.2.25) 式 还 容易 推广 为 
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larh) @ --: O (a,—+b,) < a Oan) DDD, )), 
(7.2.26) 
这 里 当 口 取 为 -时 ,右边 的 运算 口 按 从 左 到 右 的 顺序 进行 ， 


3. 匹配 算 子 


将 (7.2.26) 式 一 般 化 ,可 引入 匹配 算 子 的 概念 . 

定义 7.2.16 设 人 工 ,四 ,一 ) 是 剩余 格 ,x : 工 "一 工 E L 上 的 
元 运算 (n CN). HAE B RBK k i. h. 使 

lab) O  @ lapba) 
Llulais t sdy) ubi, bn)), (7.2.27) 
a, b E L, i= 1,,n 
成 立 , 则 称 u 是 IL 上 的 匹配 算 子 ,这 时 也 说 u 5 L 匹配 (zx fits 
工 ) ,或 上 容许 u(L admits u). ki. sk, Uu 的 匹配 指数 ,这 里 的 
指数 是 关于 乘法 多 而 言 的 指数 . 

由 (7.2.26) 式 可 网 ,如 果 令 zfali wan) 为 ai 人 人 anal 
Va, ,4010a, 或 (……((al 一 az 一 a3) > —a,-A1) ans 
则 u 都 与 二 匹配 , 且 匹 配 指数 g =. =k, = 1. 又 ,由 推论 7.2.11 
知 u 的 匹配 撕 数 不 是 唯一 的 . 

例 7.2.17 (i)Eukasiewicz # Cs,+1 上 的 任 一 1 元 算 子 4 都 
` SJC, +A BE BD. 
事实 上 ,由 (7.2.19) 式 知 对 任 一 p< m, 

ay" = ap CO QQ ap = Grax(0,mp—(m-1)m) (7.2.28) 


mt 

由 p<m fB mp—- (m -1)m=<m((m -1)— (m 一 1))=0, 从 而 
由 (7.2.28) 式 得 

ap” = ans p =0,1, m —- 1. (7.2.29) 
S k= =k =m. IA, Ñ a= b(i=1,--,n)BhH(7.2.20)3s 
知 (7.2.27) 式 右边 等 于 an ,而 当 存 在 某 a; b; PREN ajb; 
=a, (p< m), B (7.2.29) 3 (7.2.27) s£ E S T ao( 因 为 由 
(7.2.19) 式 ,ao@z= ao). 所 以 (7,2.27) 式 恒 成 立 . 
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(ü) L=[0,1], (Q, —)Æ L EE Lukasiewicz 伴随 对 , 则 
(LOQ, EMRK X L ER n WAT u: L"— L U| Lips- 
chitz 算 子 , 若 存 在 正 数 C 使 下 式 成 立 : 


| ulr En) 一 ulyst Yn) ES cÈ | <; — yi | 


(7.2.30) 
ziy; € [0,1], = 1," n. 
可 以 证 明 Lipschitz 算 子 u 与 上 匹配 .首先 ,由 (7.2.22) 式 与 
(7.2.6) 式 不 难 证 月 
. ry =1-lz-yl. (7.2.31) 
再 利用 (7.2.21) 式 即 得 
(ry) =0 V[1—k |] z-—ylj),k = 1,2,.. 
(7.2.32) 
设 z 是 Lipschitz 算 子 , 则 由 (7.2.30) 式 得 


1- kÈ | =; — Mi I< 1 -i ul riss En) 一 ul yis s ya) l, 
i (7.2.33) 
REREN, kC HEHO.2. DRA 
al 办 … 办 am = [3 ai -(n-1)] V0, (7.2.34) 
则 由 (7.2.34) 式 (7.2.32) 式 (7.2.33) 式 与 (7.2.31) 式 得 
(zy) 的 的 (zn yn)" 
<A) - (n = 1)]V 0 
=[ZG(-k lz y1) V0-(n- D]V 0 


=(1-kZ lz x 1)V 0 
<l 一 | afria) — (yi, Ya) | 
=u(Zzr""' Endul y Ya). 
所 以 u 与 区 AER. HRAT kek RC. 
命题 7.2.18 W L=[0,1], (8, —)EÆ Lukasiewicz 伴随 对 ， 
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u: Ln—= L 是 与 元 匹配 的 算 子 , 当 且 仅 当 u 是 Lipschitz 算 子 . 
证 由 (7.2.34) 式 与 (7.2.32) 式 得 
(rrey) BB y) S Zle) - (n -1) 
Zn - kŠ izy l- (n - D = 1-k2 la xl. 
(7.2.35) 
Utu SL 匹配 , 则 有 自然 数 kiska OLIER. k= 
maxl kis skn) MHIE 7.2.1140 k... P PAu 的 匹配 指数 . 
这 时 由 (7.2.31) 式 《7.2.27) 式 与 (7.2.35) 式 得 
| ulari, Ea) 一 u Cys Ya) l 
=1— {u(x Ta) uC y Ya) 
<1 一 (xy) @ e 的 (ayn) 
hE lz xl. (7.2.36) 
由 (7.2.36) 式 知 u 是 Lipschitz 算 子 . 
有 反 过 来 ,从 例 7.2.17(ii) 中 已 看 到 每 个 Lipschitz 算 子 均 与 工 
匹配 . 
推论 7.2.19 设 工 =[0,1],(x ,之 ) 是 往 7.2.13- 中 所 说 的 
伴随 对 , 则 之 作为 工 上 的 二 元 运算 ,与 人 工 ,多 ,一 ) 不 匹配 . 
证 AAH a>bit, la>t)= b/a, > BAAR E Lipschitz 
条 件 (7.2.30), 所 以 坊 与 { 工 ,的 ,一 ) 不 匹配 . 
例 7.2.20 H L=[0,1], MKL, x ,一 /是 剩余 格 , 设 (Oo 一) 
是 Eukasiewicz 伴随 对 , 则 二 元 算 子 @@ 与 一 都 不 与 ( 工 , xX, 入) 区 
配 . | 
证 HBO axb h, la>b)=1; 4 a >b H, la>b)=b/ 
a ; 则 易 证 I 


a Vb’ 
X,3%a=b=0Br',(a@5)=1. 
先 令 aria, =1,bi=b,=1⁄2,W H(7.2.37)K48 


(aeb) = HA a 与 6 不 全 为 0.。 (7.2.37) 
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Ë +Ë 
(ab i) X (4762) = (2) ' 2 > 0. 


但 由 (7.2.7) 式 与 (7.2.37) 式 得 
(ai Q aS 82)) = (1650) = 0. 
可 见 多 不 与 (人工 , x ,之 ) 匹 配 . 
. 再 令 a,=1⁄2,bi=l,a,= b,=0. BI 
Ë, 


(a bí) x (a,€@b,)* = [2] > 0. 
但 


((ai 一 albi — b,)) = [z=0] = 0. 


2 
可 见 一 也 不 与 人工 ,X ,之 ?匹配 ， 

定理 7.2.21 设 代 ,多 , 一 ) 是 剩余 格 , 下 是 一 族 与 二 匹配 的 
HF. WHARA, V: AL 中 的 常 元 按 任 意 方式 复合 所 
得 的 算 子 都 与 匹配 . | 

证 首先 注意 凡 零 元 算 子 ( 即 工 中 的 元 ) 都 与 匹配 ,因为 这 
时 (7.2.27) 式 右边 为 (aa)=1. 又 ,由 (7.2.25) 式 知人 ,V ,四 与 
一 也 都 与 工 匹配 . 

设 f;L">L 与 上 匹配 ,匹配 指数 为 1,…,k,. 又 ,对 每 个 i 
Kn, gii Li L #j L LA, LEHA kist h, F S; = mt 
+ 十 m;{i 三 1,…,n), 定 义 映射 q:|1,2, sn | 一 [1,2,… ,nj 为 

g(j) = 当 且 仅 当 5 < j= s;(sə = 0). (7.2.38) 
《7.2.38) 式 的 意义 是 :把 从 1 到 s, 的 整数 分 成 z Et: 
第 1 段 :1,2,…,mi， f 
第 2 段 :zzl + 1,3m + mz， 
第 n Bisp + 15 
而 g(j) 表 示 整 数 j 所 在 段 的 序号 .又 ,7 在 其 所 在 段 中 的 序号 为 
J S-11 . 
 Wep:ll,- s l—=11,, ml mL ERA ERR. A 
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Ef 58% g, 复合 所 得 之 za 元 算 子 
h(x 了 Em) = flg (zan Ep) 
BalTpls i+) Epl): 
以 下 证 明太 5 L 匹配 , 且 匹 配 指数 为 

k) = akaa ° kaj), j- -ya 2 = 工 , m. 
事实 上 ， 

(zr) BD an yn) 
=i ran yw) OD (zs m A 

LCE DI, 0) OB Ctp yp ) bs, J 

Sle lrn xp) alo yp BO 
[gn (zp ,+1) ar Epl) )<=g, (yp(s tD) 9 Yp) 让 
=<h(xi sEm) hL y Ís" ya). 
所 以 天 SL 匹配 . 

注 7.2.22 给 定 任 一 n 305 T f: "=L. n 个 自 变量 相 
等 :rl= r= "= La T Z, 则 得 出 一 个 1 元 算 子 护卫 类 似 
地 ,从 了 也 可 作出 2 元 .3 元 以 至 一 1 元 算 子 .对 复合 算 子 而 言 也 
有 类 似 情 况 .这 正 是 在 以 上 证 明 中 提出 有 映射 p 的 原因 所 在 . 


4. 强 剩余 格 


强 秋 余 格 就 是 在 剩余 格 上 蒜 加 上 一 组 与 其 匹配 的 算 子 以 后 所 
得 的 具有 多 种 运算 的 格 ， 

定义 7.2.23 设 代 ,四 ,一 ) 是 剩余 格 , 水 是 一 族 与 工 匹配 的 
算 子 , 则 称 6 = (人 ( 工 ,四 ,一 ,4 ) 为 强 剩 余 格 , 简 记 为 & = (L, 45 
ÈL. 
:定义 7.2.24 ECL Q), ORAMA, a= lulde 
4 他 ,以 Ar(d) 记 ug 的 元 数 ,以 Er(d) 记 us WIERHEID, 

kS Y Ñ| Ar: AN 与 Ex:A>Nt+ 都 是 映射 , 称 映射 Ar 为 
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此 强 剩余 格 的 型 ,《Ar ,Er) 为 全 型 
注 7.2.25 对 于 与 上 匹配 的 算 子 u 来 说 ,把 匹配 指数 增 大 后 
仍 得 到 u 的 匹配 指教 .所 以 两 个 强 剩 余 格 只 要 有 相同 的 型 ,就 可 
以 有 相同 的 全 型 . 
定义 7.2.26 RAF (Li, 4), 34), G (( L. , G, 
一》, 邓 ?有 相同 的 型 Ar :4A 一 N, 则 映射 :LiL 叫 Ar 型 同 态 ， 
或 重 ( 多 ] 同 态 ,是 指 
(了 分 别 把 工 : 的 最 大 元 1 与 最 小 元 0 映 成 L, 的 最 大 元 1 
与 最 小 元 0. 
(ü)f(a Ab)= f(a)A f(b), f(aVb)= fla)V f), 
Flahad) = fa 0), fla-mb)=f(a) S). 
G aC A.I u 5 o Y 94 中 与 y rh BJ Arfdz) 元 算 
-F E 
fiular asa)) = vla), Caa). 
定义 7.2.27 É e= (L,@,—), 4) 是 强 剩余 格 ,~ 是 二 
上 的 等 价 关 系 . 
DEFNE- 一 在 人 ， V Q RAZTEA, 则 称 一 为 
L 上 的 同 余 关系 . 
(包车 等 价 关 系 一 在 人 ,V ,的 ,一 以 及 久 中 各 运算 之 下 都 被 
保持 , 则 称 一 为 8 同 余 关 系 . 
定义 7.2.28 设 工 = 人 《 工 ,四 , 一 ?是 剩余 格 , Z L .# F 2J# 
件 成 立 : 
(F) 1E Z, 
(F) a€ Z,bZa Pb € Z, 
(F3) a,bE Ff aQQ56€8 Z, 
MEFA L PREF. 
定理 7.2.29 设 &8=( 工 , 勾 ) 是 强 剩 余 格 ， 
(0 若 一 是 工 上 的 同 余 关系 , 则 
 S#=lz€Liz-1 (7.2.39) 
J L PRET, EF). 
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GDA 2 E L 中 的 滤 子 ,规定 | E 
z~y 当 且 仅 当 (rey)EF, (7.2.40) 

W~ ERER E~ (2. | 
GDA EE L 中 全 体 滤 子 之 集 ,以 械 记 8 上 的 全 体 同 余 关系 
之 集 ; 则 | . | 
9 :也 一生， @(2) =~ (F) (7.2.41) 


与 . 
gi'ə=2, @#(—) = A~} (7.2.42) 

都 是 一 一 对 应 且 $9 lp ýmir | 
#(— (A) = ~ (@(—)) =~. (7.2.43) 


证 (iH 1— MOF. Bat F, bza, M a —1 "a Vb 

= .由 一 为 二 上 的 同 余 半 系 得 | 
b=(a Vb)— (1 V b) = 1. 

即 8 一 1 那么 b€ F, ATRA. Aa bE 多 , 则 a 一 1,8 
—1.8Z a&b 一 1691=1. 故 (3) 成 立 .所 以 由 (7.2.39) 式 确定 的 
FTE L 中 的 滤 子 . 

(这 ) 先 证 由 (7.2.40) 式 确定 的 一 是 L 上 的 等 价 关 系 ,事实 上 ， 
由 {zez)=1E FA TI 一 zx. 又 ,一 显然 是 对 称 的 .再 设 z—y,y— 
xz, 则 (ze>y)E #,(y=>z)€ Z ,JËZ (z— y) (ycrz)€ Z. H# 
件 (Bs) ,roz) 之 ((zoy) 的 (yr2)) ,所 以 {zz)E Z, Bl z— 
z. 所 以 一 是 L 上 的 等 价 关系 . 

Hu Euph LEER n ARF, -y1 n). N 
(= y,) € F(T SE ZF(i=1,…,n), 从 而 

(rm) € 3. 

那么 由 (7.2.27) 式 知 (zfzi . da) uly y, )) EF, B 
uzis Ta) u(yi, y) AA u E 9 RER 5 L 匹配 的 算 
子 , 也 包括 人 A ,VY ,的 与 一 在 内 ,所 以 一 是 @ 同 余 关 系 . 

《这 ) 为 证 (7.2.43) 式 我 们 需要 一 个 引 理 如 下 : 

318 7.2.30 设 ~ 是 (L ,四 ,一 ) 上 的 同 余 关系 , 则 

(z>y)~1 当 且 仅 当 xy. (7.2.44) 
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证 B z~y Wey) (ey), Miey) ~1. RAR, 
设 (zoey) 一 1, 则 (x091) 一 (xz 的 (z+>y)), 即 


z~ (tO(roy)). (7.2.45) 
又 ,由 (By) 知 
Oer) ® (zey) < (7y). 
由 (Bi) 知 此 即 
z @ (zy) =< y. 
所 以 


zQ (zy) = (zz 办 (zey)) Ay. (7.2.46) 
由 (7.2.45) 式 与 (7.2.46) 式 得 z 一 上 Ay. 同 理 可 证 y~r A y, Br 
以 z 一 y. 引 理 证 毕 . | 
现在 证 明 (7.2.43) 式 ,由 (7.2.39) 式 与 (7.2.40) 式 得 
z€ K~ (A) SERM z~ (2)1, 
当 且 仅 当 (ze*1) € 2, 
HARNA x EF. 
FEL 2(—(2))=#.X.,h5|38 7.2.30 得 
z~ (A~) SBEN ey) € 2(—), 
| 当 且 仅 当 (ze*>3) 一 1， 
HHAH z~ y. 
所 以 一 ( 贸 一 ))= 一 ,这 就 证 明了 (7.2.43) 式 . 
由 上 述 命题 的 (这) 知 ,对 强 剩余 格 8 =《〈( 工 ,四 ,一 ), 到 ?而 言 ， 
{, 的 ,一 ) 中 的 滤 子 多 可 决定 686 上 的 一 个 同 余 关系 一 (S) ,从 而 
商 8/~( 急 存在 ,可 简 记 为 E/F. i ` 
fe EIF 
是 典型 射影 映射 , 则 8/7 ERED E FAE, B 
fc< fy 当 且 仅 当 (x 一 y) EF (7.2.47) 
事实 上 ， 
fec< fy 当 且 仅 当 fz = (fz) A (fy) = fz A y), 
YAR (ze(r A x)) € š, | 
HHR (xw — (zx A y)) € š, 
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当 且 仅 当 (z— zx) A(z— y) EF, 
当 且 仅 当 (zx—)E JS, 
故 (7.2.47) 式 成 立 ， 


397.3 赋值 格 为 强 剩余 格 的 命题 演算 公式 代数 


在 87.1 中 全 体 公式 之 集 下 上 没有 任何 结构 ,但 在 实用 上 应 
当 考 虑 F 上 有 各 种 运算 的 情形 .在 87.2 PB THE EI E 
够 多 的 运算 的 强 剩余 格 的 性 质 ,在 本 节 中 我 们 相应 地 在 下 上 也 赋 
予 各 种 运算 .只 是 请 读者 注意 , Pavelka 的 罗 辑 是 基于 直觉 主义 观 
点 而 建立 的 ,其 中 不 涉及 非 运算 . 当然 ,可 以 认为 那 一 组 匹配 算 子 
4 中 为 非 运算 留 下 了 可 能 的 位 置 . 


1.(P,#) 公式 代数 


定义 7.3.1 设 8=《(L, 的 , 习 ), 4 是 强 剩余 格 , 己 是 非 空 
集 ,PML= 儿 . 则 由 PLL 生成 的 
(fala € LI, A, V,&,=>,ld | d € Al) 
型 自由 代数 叫做 基于 P 的 6 什 命 是 演算 的 公式 代数 ， 简称 为 (P， 
&] 公 式 代数 , 记 作 
F(P,8) = (F(P,@:la la € L}, 

A, V,&,=>,ld 1 d € A)). (7.3.1) 
F(P,#)rhü3un (P, SAR, RABAR. UEA, V, e, >A 
二 元 运算 ,对 每 个 dC A,d E Ar(d)5X N HN aC L,a E 
. 零 元 运算 .PUL 中 的 元 叫 原子 公式 ， 

通俗 地 说 ,下 ( 忆 , 8 ) 中 的 公式 如 下 ; 
{让 对 每 个 gE 了 ,9 RAR. 
(过 对 每 个 aC L ,a 是 公式 ， 
GDE p. 是 公式 , 则 pA 人 y,pV g, p&g, p>g 也 都 是 公 
式 . 
(iv) 设 dEA,Ar(d)=n,91,…, gr 是 公式 , 则 dips 
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PRAA. 
《v) 和 再 没有 其 它 公式 ， 


又 ,人 ,V , 灸 与 之 分 别 叫 公式 间 的 合 取 , 析 取 、 联 络 (Context) 
SAH. 


对 公式 而 言 ,我 们 作 以 下 简写 的 约定 : 
pap- (gy) A (>p), 
Pi = pi) ) Epas 


g = Pe ep, 
并 称 yy 为 9 B) n KRAER n AE. 
定义 7.3.2 BEUL, O, >), 外) 是 强 剩余 格 ,F(P, 8) 

是 (了 ,E) 公 式 代数 , 则 ao,(i =1,…,17) 的 意义 如 下 : 
osi(a,b)=((a Ab)=>(a Ab)), 
02KG ,b)=((a=>b)=>(a->b)), 
a3 (a1, saa) = (d(a1, rap) Puala .a,)), 
alp p, x)= (p11), 
os( pp,X)= p>), 
celp py) = g= =>> gpl), 
opp. y) = p> >p =l >), 
aslp:p, y) =U pAg) p), 
og pp x)= pAg) >g), 
olp p ,X)=((y=>g)=>((y=>4)=>(y=(g@Ag)))), 
snu(@,#,y)=(e@=(e@V ¢)), 
op py) =(4>lpV 2)), 
op pg) = pV p>), 
aulp py) =>> lp&g))), 
asl p: y) = (p> p= pkg). 
olp: yx) =C p&p). 
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si lpi p. Prs Pa) 
=(((pQ Sp) &-- elpe m) => dlp t pa) 
dlp” s b.))). 

注意 ,以 上 ayay P ,符号 二 或 全 两 边 都 是 公式 . 又 ,对 每 个 
a EL 上 ,a 既是 工 中 的 元 ,也 是 F(P, 8) 中 的 公式 .在 L 中 a Ab 3 
示 a 与 5 的 下 确 界 ,但 在 F(P, é )rh a A 5 作为 公式 则 是 纯 形 式 
上 的 符号 ,在 o WEL, SAWAH a Ab B: L da 与 5 的 下 确 
界 , 它 是 工 中 的 一 个 元 ,也 是 F(P, 6 ) 中 的 一 个 公式 ,是 原子 公 
A. 而 全 左边 的 a Ab 则 是 由 FCP, 8) 中 两 个 公式 复合 而 成 的 公 
式 , 不 是 原子 公式 ,对 oz ,cs 中 二 两 边 的 公式 也 有 同样 的 解释 . 


2.8 LIN 


定义 7.3.3 WH T:F(P, © — En € W (ñ , W PFL , E 

DT EENS. 

( 动 对 每 个 aC L ,Ta =a. 

这 时 对 每 个 gEF(P,8), Ty 也 叫做 p BJ T Wa. 

注 7.3.4 ”如果 把 To ikp 的 解释 ,网 ?六 四 ,9V p.p 
Hpg DET REH Tp Th, Te V Tg, , ToTY, 与 Tp 一 
Ty. 对 于 dEA, 当 Ar(d)=n 时 ,Td (pi, pa) = ual Ter," 
Tg,), 即 ,TT 把 公式 4 (gi1,…, p RAR L 中 的 元 wz( Tps 
Te,). .. 

定义 7.3.5 设 8=《《L ,的 ,一 ), VU) 是 强 剩余 格 且 工 完备 ， 
FIP, EEP, E ARRE. 

OR #=|T€ LFOP.0|T.F(P, © 一 上 8 是 赋值 | , 则 称 9 为 
F(P, 68) 上 的 8 语义 .必要 时 9 也 写作 S(P , E). 

(AF MFP, 8). 称 算 子 Cons LF — LP 为 8 语义 结论 
算 子 ,这 里 对 每 个 XELF， 

CongX =A [T | T € $ T> X|. (7.3.2) 
HB :8(ConsX) gZ:a 时 称 公式 gp E X T 9 而 言 的 a 语义 结论 ， 
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记 作 ( 9,a)XF yg. 
(ityCons = AITITE Fij F(P, £) L SBAA L — 
集 . 当 (Conxy2)p = 时 称 p 为 F(P, EPH 6 EW Ç. 
命题 7.3.6 (9,a)XF 上 (gp 过 J) 的 充 要 条 件 是 
4 T.€ #H T > X ña @ Te < Te. 
证 由 定义 知 ( ,a)XXF (p= 过 yy) 的 充 要 条 件 是 
34 T € $E T > X h) T(g=> 0) 2 a. 
由 T RASAT =>4)= Tp 一 Ty, 所 以 由 
Te— Tó 2 a 当 且 仅 当 aG Te < Té 
知 命题 7.3.6 成 立 . | 
推论 7.3.7 >y E é R kS BR IX MXHREA TE IHA 
Te< Tó. 
命题 7.3.8 设 a,5EL, 则 
G)XZ,a)@Ea. 
(i)( F ab F (a &b). 
Gii F, ,a—>b)Ø F la>b). . | 
证 ”由 对 每 个 TE 9 而 言 Ta =a 知 (i) 成 立 .由 T(a &b)= 
Ta 的 T8=a 的 5 知 (让 成立. 由 T(a—>b)= Ta> Tb = a—b 38 
《过 成立. 
定理 7.3.9 co.(i=1,…,17) 是 8 重 言 式 . 
证 设 工 E9, 则 
Ta, = T((a Ab)=>(a Ab))= ((Ta À TO) Ta A b)) 
=(a Ab—a Ab)=1, f 
Ta, = (Ta—>Tb)—=T(a—b)= ((a—b)—=(a—b))=1, 
Tod = Td lajs a, ee Tuja(ai san) 
 =uj(Tai,""", Tap) ua(a1, aG, ) 
= ugass a,)eeua(ar, a, )=1, 
Te = Te—T1= Te—1=1, 
Tes = Te—Te=1. 
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以 下 分 别 用 a,b, e 表示 Tp, Tp, Tx, 则 由 (Rs) 与 (Rs) 以 及 第 
(Rs) 分 别 得 

Tos =((Tø>Ty)>(( Te->Tg)-=(Te—=Tyx))) 
=((b—c)—=((a—b)—(a—c)))=1,.. 

Ter = ((Te>( T> Ty))—>(Te—=(Te— Ty))) 
=((a—(b—c))-=(b—=(a—=c))) 
=((a@Qb-=c)—=(bG@Qa—c))=1. 

x, 
Tog=((Tp A Tj) >Te)= (a Ab—=a)=1, 
Ta = ((Tp A Tú) TY)= (a Ab—-b)=1. 
由 定理 7.2.10 知 
(c—a)@(c—b)< (c—a)A (c— b) = (e—a Ab), 
所 以 由 条 件 (A) 与 (R;) 知 

Too = ((Tr>Typ)>((Txy~>TYy)—( Tx>TpA Ty))) 

=(c>a)—((c>b)—=(c—a Ab))=1. 
其 次 ， 

Te = (Te—(Te V Ty))= (a>a V b)=1, 

Ta = (Te =(Te V Ty))= (bra V b)=1. 

由 定理 7.2.10 知 
(a =c) Q (b — c) < (a — c) A (b — c) = (a V ë — c). 
所 以 由 (A) 与 (Rs) 知 

Tes = ((Te *Ty)-=((Tg—> Ty)—>(Te V T> Ty))) 

=((a—c)=((b—c)—=(a V b—=c)))=1. 
再 次 ,由 abab 知 a 志 (5b 一 (40605)), 所 以 
Te = ( Tg—=( T >=( TeG9T0))) 
=(a—(6—(a(@Q5)))=1. 
H ahe) OaD ae E 知 
(a — (b — c)) < ((a @ b) — c), 
所 以 
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Tai = (( Te->( TY Ty))—(( TeQQ T) > Ty)) 
=((a—(b—c))—=(a@Qb—-=c)) =1. 
再 次 ， 
To6=((TgT1eTp)= ((a®l)ea)=(laa)=i. 
最 后 ,由 wz 是 与 工 匹配 的 n 元 算 子 (2 = Artd)) 与 (7.2,.27) 式 得 
Ton = ((Toi> Tp) O Te, Tg.) 
(ual Tois, Toa) ual This Tó, )) 
= (Carb) Q Rlar bn) >C uala aa) 
ua bis bn))=1. 
这 里 a = Tg,b;= Ty(i=1,,n). 

例 7.3.10 (让) 设 工 是 线 件 序 完备 格 , 即 L 是 完备 链 . 令 
olp: p) = ((g=ç%) V (fp)), (7.3.3) 
Alp p) = ((ç V Dp V g')),n = 1,2,, 

i (7.3.4) 
则 Ao 5 àn 都 是 8 重 言 式 . 
事实 上 , 设 T€ 9. 由 于 工 是 链 , 不 妨 设 Ty 所 Ty, 则 由 (7.3. 
3) 式 得 
Tao=(To> TIN (Ty> Te)=1V (T >Te)=1. 
Zit, (To) <TH)", AA 
; Tà, = (Te V T0)*"—=(( Te)" V (Ty) 
=(Ty)" (Ty)"=1. 
所 以 ào 与 Xn 一 1,2,…) 都 是 6 重 言 式 . 
(说) 设 (C%+1; 的 ,一 ) 是 m +1 元 Lukasiewicz #. $ 
wle) = (pa) V (a,-.>g),0 < k = m-l. 
(7.3.5) 
M pr 是 如 重 言 式 (&=0,1,…,m — 1). 
事实 上 ,由 Can+1= {aosa asl 以 及 a0<al Um 知 
对 任 一 TE 9 ,或 TeSÇa, Ela, iS Te. Br (7.3.5) kE SER 
A. 
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(Gii) L =[0,11,(@,-)J: L LB Lukasiewicz 伴随 对 . 则 
1' 3 0=<aí<a<1,0<%b<5,<1 B. na + b= na) + b; 时 
li(p,a,b, abin) = (((a=p)"=b)=>( (a> p)"=>b;)) 
是 8 重 言 式 ， | 
2 Y 0O8Sa<aS1,0Sb < i<1 B. na — bna- bi If 
D(g,a,b,ar bin) = (((g=>a)"=>b)=>((g—ai)"="b,)) 
是 8 重 言 式 . 
事实 上 ,用 归纳 法 可 以 验证 
(z—y)'— z =1 À [z+(0V n(z — y))]. 0. 3.6) 
É T€ 9, 以 了 记 Tp, 则 由 (7.3.6) 式 得 
Ti = (((a — y)” — b) — (a > y)" — b1)) 
=1 A [b + (0 V nla — y))] — 
1 A [bi + (0 V ala- y))]. 
所 以 只 须 证 当 
na + b =< nai + bi, bí Ba > ai (7.3.7) 
时 - 
b + (Ü V nla - y) < bí + (0 V nlai ~ y)). 
| (7.3.8) 
AAH a<yBha <y,(7.3.8)t EST kU a+ bi, PTA 
由 (7.3.7) 式 知 (7.3.8) 式 成 立 .如 果 a 之 y, 则 (7.3.8) 式 左边 等 于 
b + na — ny, 右边 大 于 或 等 于 bit na 一 nny; 所 以 由 (7.3.7) 式 仍 
得 出 (7.3.8) 式 .这 就 证 明了 Li 是 8 重 言 式 .请 读者 利用 (7. 3.6) 
式 自行 证 明 2°. | 
定义 7.3.11 设 Q 是 偏 序 集 , 则 Q 满足 上 升 链条 件 A.C. 
CEt Q 中 严格 递增 的 序列 是 有 限 的 . 口 满足 下 降 链条 件 D.C. 
C. 是 指 Q 中 严格 递减 的 序列 是 有 限 的 . 
定理 7.3.12 设 8 = (( 工 ,加 ,一 ), RANAH LZ 
备 .着 8 语义 结论 算 子 COn ERAT I= 9(P, 6)), 则 工 满 足 
上 升 链 条 件 A.C.C. 与 下 降 链 条 件 D.C.C. ,这 里 PRIJE. 
，249 - 


证 设 工 不 满足 A.C.C, , 则 有 aEL(i=1,2,…), 使 
a, < a; < --- < a, < ° 
因为 工 完 备 , 可 设 
a = V la, | n € Ni. 
在 了 中 取 互 不 相同 的 原子 公式 pa, pip $ 


1, 若 9 = (br> po) sn = 2，…， 
w=- # 9 = b. n 一 2,…， . 
0, 其 它 ， | 


则 由 对 任 一 T€ 9 和 nEN, 4 T> X H 
Tho 2 Tp, @ (Tpha > Tpo) = Tp, O T( b,=>bo) 
Z Xp, O X(p,—>b0) = a, 091 = an, 
知 Tp Za ,所 以 (CongX)po 宇 a. 但 对 F(P , #8) 的 任 一 有 限 子 集 
G.$ 
k = maxļi | (=p) € G| V 1, 
并 取 TE 9 使 Tpo= ar, Tp, =a,(n C€CN)(H F(P, ë )jË h PU 
工 生成 的 自由 代数 知 9 中 有 这 种 赋值 T) , 则 T2>>X | G ,从 而 
(Cond X | G))p s < a, < a. 
所 以 Cony 不 是 紧 算 子 ， . 
设 工 不 满足 D.C.C. 条 件 , 则 有 a;€L(i=1,2,*…)， 
a > as > = > a, >. 
令 
a = À la, | n EN}. 
任 取 原 子 公式 p€ P WR X f 
1, Ei p = (p=>%a,),n = 1,27, 
| 0, RË, 
则 由 条 件 (Ri ) 易 和 证 (CeonsX)(p=>a)=1. 令 
I = max1j | (p=>a;) € GI V 1. 
J T€ 9 使 Tp=a,. WA X| G 而 言 , 它 在 p=>a (j=1,--, DA 
外 处 的 值 全 为 和, 而 人 在 这 些 点 处 的 值 为 
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Xe = 


T(p=>a;) = Tp— Ta; = a —> a; = 1(j = 1,---,1). 
所 以 T> X|G. fü 

(Cond X | G))(p=>a) < T(p>a) = a, — a < 1. 
可 见 Cony 不 是 紧 算 子 . 


87.4 完备 性 问题 


# 97.1 中 我 们 已 介绍 了 Pavelka 迎 辑 的 基本 框架 ,在 那里 公 
式 集 下 上 不 带 任何 结构 ,语义 9 与 语 构 (A, 贸 ) 也 都 是 抽象 的 ,L 
是 一 般 的 完备 格 甚至 是 偏 序 集 , 在 87.2 中 则 已 赋予 工 以 充分 多 
的 和 谐 的 运算 (只 是 未 引信 非 运算 ) ,得 到 了 强 剩余 格 6 .在 87.3 
中 ,公式 集 玉 也 相应 地 被 赋予 了 那些 与 8 配套 的 运算 而 得 到 了 带 
有 结构 的 公式 集 FOP, 8), 并 从 而 把 工 一 请 义 9 定义 为 全 体 # 同 
态 之 集 .至 于 工 一 语 构 4 人, 久 ), 因 为 A 是 F(P, 8) 上 的 工 一 集 而 
不 是 F(P, 如 ) 的 分 明子 集 , 所 以 尚未 给 出 ,只 是 通过 定义 7.3.2 
给 出 了 cl - o17 那 些 重 言 式 ,这 为 在 本 节 中 将 A 具体 化 作 好 了 淮 
备 .最 后 ,L - 规则 集 炙 也 将 在 本 节 中 给 出 .在 此 基础 上 ,本 节 系 统 
地 讨论 完备 性 问 题 . ! 

本 节 的 内 容 是 这 样 安排 的 :首先 给 出 几 个 不 完备 性 定理 ,然后 
介绍 若干 通用 的 可 靠 的 工 -规则 ,最 后 在 给 出 商 代 数 定理 和 一 些 
预备 定理 的 基础 上 证 明 两 个 完备 性 定理 . 


1. 不 完备 性 定理 


定理 7.4.1 设 8=《(L, 的 ,一 ), 到) 是 强 剩余 格 , 工 是 完备 
的 .如 果 工 满足 A.C.C. 条 件 但 不 满足 D.C.C. 条件 , 则 无 论 工 - 
语法 (A, AJMER, (P, ) 命 题 演算 都 不 是 完备 的 , 即 ,L -- 语 
义 系统 4F(P, 如 ,7) 不 可 公理 化 ,这 里 P ELIE. 

证 首先 注意 , 例 7.1:9 中 给 出 的 工 一 规则 ro 满足 定义 
7.1.10 中 的 条 件 (i), 即 ,任何 TE LF 都 是 关于 ro 闭 的 ,所 以 由 
(7.1.7) 式 知 Cong a= Cona a AE R = @ U {ro} .因为 工 满足 

. 251 . 


A.C.C. ,所 以 由 定理 7.1.25 知 Cona a“ ;从 而 Cons sE RAT. 
但 由 工 不 满足 D.C.C. 和 定理 7.3.12 知 Cony 不 是 紧 算 子 , 所 以 
Cona ,sa 天 Conm 所 以 F(P, E)ERL- HECA, 92: L - 8 X 
9 不 完备 ， 
定义 7.4.2 设 代 ,@, 一 ) 是 剩余 格 .如 果 对 任 一 强 番 余 格 @ 

=((IL,@,—>), 和 VW),F(P,8) 上 的 任 一 上 一 语法 4A, 2)*FL 
一 语义 IP, ë ) 都 不 完备 , 则 称 L 为 坏 格 ,这 里 P 是 无 穷 集 . 

7.4.3 (0 设 工 是 满足 A.C.C. 但 不 满足 D.C.C, 的 完备 
格 , 则 工 为 坏 格 ， 


GD 设 工 = | 十 jnEN|U 101, 则 工 按 自 然 序 成 为 一 个 完备 
格 ,L 满足 A.C.C. 但 不 满足 D. C.C. ,所 以 工 是 坏 格 .可 以 接种 


种 不 同方 式 在 L 上 引入 伴随 对 使 L RARER ,但 均 不 能 
改变 上 是 坏 格 这 一 事实 .比如 ,可 以 在 L 上 规定 


— 1 _ 11,1 

a&b -farr a= mbn’? (1.4.1) 
0, a=0ġ = 0. 

这 时 易 证 四 满足 条 件 (Mo) 与 (Mi ) ,所 以 由 命题 7.2.6 知 工 上 有 

二 元 运算 一 使 (多 ,一 ) 成 为 工 上 的 伴随 对 .由 (7.2.4) 式 可 求 得 


1, axb 
a— b = —— a = >, =l, < 
0, a > 0,b = 0 
| (7.4.2) 
以 下 用 工 (NUD) 表 示 这 个 剩余 格 ( 工 ,加 ,一 )， | 
还 可 在 工 上 规定 
1 _ 1 _ 1 
cv = Pm a= b= (7.4.3) 
0, a 二 0 或 B=0 
这 时 的 的 伴随 由 下 式 定义 ， 
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1, a < 


a>b=41/ 


0， 


n 
m|? 


° 


b 
om b= Ka < n 
> 0,b 
(7.4.4) 

这 里 当 a 是 正 整数 时 |a} = a, a 是 正 数 但 不 是 整数 时 和 a| = 
[a]+1, 即 a 的 整数 部 分 加 .以 下 用 L(N,) 记 这 个 剩余 格 《L， 
,>). 

定理 7.4.4 设 6=《 氏 ,四 ,一 ), 4) 是 强 晋 余 格 , 工 是 完备 
链 , 则 FCP, £ )EML-WEC A,A L -E 3 #$(P, 8) 完备 
的 必要 条 件 是 以 下 的 {及 1) 与 (BR) 成 立 ; | 

(R,) a— Vz; = V a=), IØ. 

(R;) Agra = yama hI#Ø. 

证 设 (及 ) 不 成 立 , 则 L 有 非 空 子 集 B 和 元 a 使 

c=Vla—zl|z€B| <(a—V B)= d 
W P EZR, ë =(L, U). E p€ P.E X€ LF 如 下 ， 
1, 3 p= (b=>p),bEB 
0, 其 他 . 
IER TE 9Y(P,6),TZX, 则 T(6 过 po) = BTh >X (b=>p0) 
三 1, 所 以 bS Tp. H b 是 B 的 任意 元 得 VB 志 Tpo. 那 么 由 ` 
T(a=>po) = (a > Tp) > (a >N B) = d 


Xo = 


知 
(CongX)(a=>po) Z d >c.. (7.4.5) 
另 一 方面 ES F= F(P, ë ) 的 分 明 有 限 子 集 G,W G 中 至 
多 合 有 有 限 多 个 形 如 5 二 po 的 公式 , 设 为 b pot, be> po. 设 
b* =max{ġ ,如 , 则 由 工 是 链 知 5* C B.R WË TE SP, A 
使 Tp = b*,W) TXIG. AH Tla™pi) = a—b* =c, 
(Cony (X | G))Xa=po) < c. (7.4.6) 
如 果 完 备 性 定理 成 立 , 则 由 (7.4.5) 得 (Cona ,aX)(a 二 po)=d> 
i : . 253 


-c W H(7.4.6) A5 (7.1.21) 04 E (Con, aX) la> poe. F 
盾 . 

其 次 设 (Rs) 不 成 立 , 则 L 有 非 空 子 集 B 和 元 a 使 
. c=VÍz—al z€ BI<(AB—a) = d 
# Y€ LF 如 下 : . | 

Yp = 1, @=(06Í>b),b € B 
0, 其 他 . 
则 可 证 
(CongY )( poa) > (A B—>a) = 
但 对 下 的 任 一 有 限 分 明子 集 G， 
《Conx Y | G) pa) <ç c. 

从 而 像 以 上 一 样 推 得 矛盾 . 

可 见 (Ri) 与 (Ra ) 都 是 完备 性 的 必要 条 件 ， 

注 7.4.5 设 工 是 完备 链 (如 工 =[0,1]), 在 工 上 以 

liz! z< bl,lyly>alla,b€ LI 

为 子 基 可 以 生成 一 个 拓扑 r L 上 的 区 间 拓 扑 . 设 人 工 , 人 ,一 ) 是 
Ari MTER: LLL 关于 区 闻 拓 扑 z 连续 的 充 要 条 件 
是 (有 1) 与 (Rs) 成 立 .由 此 得 

推论 7.4.6 设 8=((L ,的 ,一 )， DEENSK, 且 一 关于 
L 上 的 区 间 拓 扑 r 不 连续 , 则 FCP,8) 上 的 任 一 上 一 语法 ‘A, 久 》 
关于 任 一 工 一 语义 (PP, 8 ) 都 不 完备 , 即 ,L 一 语义 系统 (FF, P) 
不 可 公理 化 ,这 里 F=F(P, 8), #= IP, ë). 

为 证 明 下 一 个 不 完备 性 定理 ,我 们 需要 一 个 引 理 . 

引 理 7.4.7 设 (4, 纹 ?是 天 上 的 工 一 语法 . 如 果 对 角 中 的 每 
个 半 元 工 - 规 则 = (r, OIA 


r (aisan) Sa AA aas (7.4.7) 
那么 对 任 -- XEL 和 任 一 z， | 
(Cona, aX )z Sa V Br, (7.4.8) 


这 里 a E$ X: FL HAR L, EI 
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a =V ÍXyl y € F|, (7.4.9) 


而 | 
B = Com að. (7.4.10) 
证 只 须 证 对 下 中 以 z A HPB IE—1EB W , 
WX <a V Br. (7.4.11) 


G) I(W)=1BR,W =((z))BRC(z,0)). ki WX = Xz< 
a k WX = Az=< Bzr 1 (7.4.11) K R Ar. 

GDE ICW) <m 时 (7.4.11) 式 成 立 . 令 W = We, 
W) .不妨 设 . 
W,, = (r,r, kirs sini). 

这 时 | 
WX =r (WK, Wa X) 
&r la V 了 (到 V B(' W, )) 
=r (BO W, ) e BOW, )) 
. V V Irr COI @ > MC2F, 
WE n=ll, n] H 
“K. k € M 
G = BC W, ), E&M, k=1,,n. 
由 (7.4.7) 式 知 (c M... Sa ERA. 
| 由 命题 7.1.13 后 面 的 注意 知 BB 关于 7 是 闭 的 ,所 以 
r (BC W), BOW; )) 
Br (l W, oue! W, ) = B(W !) = Bz. 
这 就 证 明了 (7.4.11) 式 . 

定理 7.4.8 设 6=(《L, 的 ,一 ), 到 ) 是 强 剩余 格 ,如 果 工 完 
备 且 工 不 是 Boole 代数 , 且 纹 中 的 每 个 工 一 规则 都 满足 (7.4,7) 
A, HÍ F(P, 6) 上 的 L - WIK(A,., 9): L - TE S(P , £ A 

证 首先 注意 ,如 果 对 每 个 aEL 均 有 
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a V (a >0) = 1, 
则 工 必 为 Boole 代数 .事实 上 ,由 条 件 (Mi) 得 
r= z=@ 1 =zx(@ (x V (z — 0)) 
=(x=(@ z) V (z @ (z — 0)) 
=(z=@ z) V 0= rr. 
由 此 知 多 满足 需 等 律 ,那么 
zAy=(z“ Ay)@(z“ Ay) <zG@ ys = A). 
从 而 的 = A .因此 可 由 (Mi) 证 明 工 是 分 配 格 , 且 
a À (a — 0) = a Q (a — 0) = 0. 
那么 (a 一 0) 就 是 a 的 补 元 ,所 以 上 成 为 Boole 代数 . 
AA L 不 是 Becle 代数 ,由 以 上 所 证 知 有 a € L ,f# 
a V (a —0) <1. 
取 p € P, x€ L 如 下 : 
a, P= Po 
Xp 10， 其 他 . 
则 由 (7.4.8) 式 得 
(Cona ,aX)(a—> po) f 
=a V Bla=po) = a V (Cona,a2)(a=>po). 
MEA, DEF I= IP, 8) 完 备 , 则 由 上 式 以 及 存在 TE 5 使 
Tpo=0 得 f 
(Cona,aX)(a=> po) 
Ka V (ConzZ)(a=>bo) 
Ka V (a —0) < 1, 
男 一 方面 , 当 TE SE. 了 之 大 时 To 之 220=a ,从 而 有 
(ConX )la=> po) = 1. 
所 以 Cona a Cona (A, AIRF ICP, 88) 不 完备 . ` ' 
注 7.4.9 以 上 定理 7 了 .4,1, 推 论 7.4.6 和 定理 7.4.8 中 给 出 
了 三 个 不 完备 性 定理 . 在 第 三 章 和 第 四 章 中 介绍 的 命题 演算 系统 
Sp, RiR L=[0,1],L FWE A.C. C. ,也 不 满足 D.C.C.， 
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同时 Ro 算 子 关 于 L 上 的 区 间 拓 扑 也 不 连续 , 工 也 不 是 Boole 代 
数 等 等 .但 中 的 公理 (Lf ) 一 (Lj0) 加 上 两 条 推理 规则 (MP 与 交 
推理 规则 ) 是 否 关 于 Ro 语义 完备 仍 是 待 解决 的 问题 . 因为 正如 注 
7.1.31 中 所 说 的 ,本 章 中 的 完备 性 是 强 得 多 的 概念 ,同时 对 每 个 
aC L, WË a 也 都 算 作 公式 了 , FP, 8) 已 不 同 于 第 三 ,四 章 的 
公式 集 下 .所 以 前 述 的 三 个 不 完备 性 定理 与 多 系统 中 的 完备 性 问 
题 无 关 . 


2. 通 用 的 可 靠 工 一 规则 


在 注 7.1.28 中 已 看 到 , 工 一 规则 ”关于 刁 上 的 任何 工 一 语 
X 9 都 是 可 邯 的 .下 面 再 介绍 刀 个 通用 的 可 靠 的 工 - 规则 ,有 的 需 
要 稍 加 一 些 对 上 的 要 求 . | 

命题 7.4.10 设 8=(L, 的 ,一 ), 人) 是 强 剩余 格 , 工 完备 ， 
则 下 述 的 工 一 分 次 规则 x1” 关 于 工 一 语义 IR: 


n“: 2 (7.4.12) 


证 由 工 完备 和 (MI) 知 (ri 六 满足 半 连 续 条 件 (SC) ,所 以 

ri* 确 为 工 一 规则 .又 , 设 TELF, 则 
Tir )(@,g=g) = To > To @ (Te — Ty) 
= Te @ T(g= 0) = (r * (Te, T( o= 2)). 

所 以 工 关于 ri 是 闭 的 , 即 +, ° 3 F #= LF 可 靠 ,从 而 也 关于 任 
一 工 一 语义 Sul $, 

命题 7.4.11 设 8=(( 民 ,他 ,一 )，%) 是 强 剩余 格 , 工 满足 条 
R) WENE L, FEBIL, a RARAN r2a 关于 6 一 语 
X FTR: 


: 2 人 
ma: sha) (7.4.13) 


证 Mh(rzaY(b)=a—>b 及 条 件 (R1) 知 (rza) 满 足 半 连 续 
条 件 (SC) ,所 以 rza MA L-8. X, HE TELF, 
T(rja(@) = T(a=>e) 
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= Ta — Tọ = a — Te = (r;a'( Te). 

所 以 人 关于 ma 是 六 的 ,从 而 由 了 的 任意 性 可 知 ”za TAE. 

定义 7.4.12 设 工 是 格 ,和 一 : 工 X 工 一 荆 是 L 上 的 二 元 运算 . 
如 果 条 件 | 

(A) aVbZc 3MBIZ3M abec : (7.4.14) 
成 立 , 刚 称 工 为 对 偶 Heyting 代数 . 

7.4.13 易 证 (A) 等 价 于 以 下 的 条 件 组 

(A) a>b<(aVb), 


(A? (a—b)Va2b. (7.4.15) 
又 , 没 工 是 有 界 链 ,定义 | | 
ab = N ba (7.4.16) 
b, b =a. ' 


H| L 成 为 对 偶 Heyting 代数 . 

命题 7.4.14 设 6=(《L, 的 ,一 ), 久 ) 是 强 剩余 格 ,L 是 完备 
的 对 侦 Heyting 代数 , 则 对 每 个 eE 工 ,下 述 的 ( 工 ,a) 消 去 规则 
ra ETE- ELITE: 


. gŅNaf_b 
nas 2 (23) (7.4.17) 
证 由 条 件 (A) 容 易 证 明 

a < Vbi = V (a < b;), I Z @. (7.4.18) 


所 以 (rsa) 满 足 半 连 续 条 件 (SC). 又 ,对 任 一 TELF， 
“T(rsaY(e@ V a) = Te >a <— (Te V a) 
=a Tlg V a) = (rsa)(T(g@ V a)). 
所 以 工 关于 rsa 是 闭 的 ,从 而 由 工 的 任意 性 知 rsa WR. 
命题 7.4.15 设 5=(( 民 加, 一 ), 量 ) 是 强 剩 余 格 , 则 对 每 个 
aE 工 ,下 述 的 相 穴 试 验 规则 rya 关于 8 语义 IIM: | 


ra: $0 ana) O41) 
证 设 M 是 7 的 非 空子 集 , 若 M 中 有 元 6 ,使 5 法 c, 则 V M 
Sa ,从 而 
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(raY(V M)= 1=V l(raaY(5) 1 b € MI. 
EHEN b€ M HA ba, W| V M=<a , AT 
(raa Y (V M) = 0 =V f(r) (6) 1 b EM}. 
可 见 (xaa) 满 足 半 连 续 条 件 ,所 以 raa WA L-A., HE 
TE S(P, 8), h TO=0 LLK Ta =a 得 
Tira) (a) = TO = D = (aa (a) = (ra Y ( Ta). 
所 以 r a £F ei S(P , EIS. 


3. 商 代数 定理 


回忆 第 三 章 Z 中 的 公式 集 下 ,下 上 虽 有 运算 一 ,V 与 一 ,但 下 
上 并 没有 仿 序 关系 . 后 来 在 已 上 引 人 了 可 证 等 价 关 系 必 ,证 明了 
xs 是 同 余 关系 ,然后 用 作 商 的 办 法 得 到 了 2" - Lindenbaum 代数 
[F]= As ,在 [下 ] 上 利用 条 件 [4] 委 [8] 当 且 仅 当 FH(A 一 日 ) 在 
{RE] 上 引信 了 偏 序 甩 ,并 证 明了 [ 忆 ] 构 成 一 个 Ro 代数 .类 似 地 ,本 
章 中 的 ( 卫 , 8 ) 代 数 F{P ,8) 上 虽 已 具有 许多 运算 ,但 也 没有 偏 序 
关系 ,我 们 将 利用 在 F(P,'&) 上 建立 同 余 关系 的 办 法 对 F(P , 2) 
作 商 ,然后 在 商 代数 上 引入 篇 序 , 并 证 明 商 代数 是 与 如 具有 同样 全 
型 的 强 剩余 格 . | 
定理 7.4.16{ 商 代数 定理 } Ú €= (L,G@, —), 3 EmA 
余 格 ,其 全 型 为 (Ar :A 一 N, Er: A—>N*), P 是 非 空 集 , (A, 级? 是 
F(P,8) 上 的 工 一 语法 , 且 
Or ER HEN aC L ,提升 规则 a € 2. 
GAE L-E A 在 公式 a ,a&b 与 ea 一 上 处 的 值 分 别 大 于 
或 等 于 a ,ao5 5 ab. 
Giü)XA,%2,1)@ Fo(i=1,.…,17). 
那么 ,对 下 = 下 (P, 6) 上 一 个 固定 的 工 - 集 和 X: 
(iD 在 上 规定 
oe<g 当 且 仅 当 (A,.,#,1)XF(g=>2), (7.4.20) 
则 过 是 下 上 的 预 序 (pre 一 order), 且 对 aE€L 和 gEF， 
a<e 当 且 仅 当 (A,R,a)XFp. (7.4.21) 


(让) 规定 
ea 4 HNA gxgHg<ge, (7.4.22) 
则 疙 是 下 上 的 同 余 关系 . i 
(i F(X) =F/œ, 4 p Y o 所 在 之 同 余 类 .定义 f 
PL 当 且 仅 当 p < 2. (7.4.23) 
WSE F(X) 上 的 偏 序 ， 工 积 0 分 别 是 (下 (和 ), 委 ) 中 的 最 大 元 与 
最 小 元 , 且 多 与 的 上 ,下 确 界 分 别 是 
#ë#Ve=gVg 5 FAV= PAYy, (7.4.24) 
ATC), SEAR. 
(iv) 设 gp, € F(X),# X. 
POY = p&p, p — ó = gy, (7.4.25) 
则 (的 ,一 ) 是 F(X) E 63fEBEXI, HOO 3460 1 1 为 单位 ,从 而 
《F(X) ,的 ,一 ) 成 为 镜 余 格 . | 
(Y) 对 U= {dad€EA| 中 的 每 个 运算 4 , 设 Ar(d)= n ES 
d:(F(X))"=F(X) 为 . 
d(B1, = ual Pir Pr); @; € F(X} i = ipen, 
(7.4.26) 
则 总 与 (FE(CX), 鸭 ,一 ?匹配 , 且 匹 配 指 数 为 Er(d). AMG % = 
fdldEAl, W # (X)= (F(X), Q>), 型 ) 成 为 强 剩余 格 , 且 与 
名 有 相同 的 全 型 . 
(定义 映射 j: é —= ë ( X)28 
jJ(a) = g,a € L, 
则 了 为 8 同 态 . 
(vi) L 完备 时 7 保 任意 并 . 
证 (DHB(A,%.,1)@ F as MA, @ ,1)X F cs. JA Ñ <J Ñ 
反 的 .又 , 设 e< 2, py, M 
(A,#,1)X F (g=g),(A.%,1)X H (g= x). 
HA r ER. HEB 7.1.16 以 及 
| (A,%#,1)X F aç, 
即 
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(A ,2,1)X F ((gƏ>y)=>((e@=>g)=>(@=>y))), ` 
并 注意 (ri1” (1,1)=1@Q1=148 
(A,A YXF rr ) (y=>Y ,06), 
即 
(A,2,1)X H ((p>g)>(g>x)). 
再 用 一 次 命题 7.1.16 WCA, 2,1)X F (og—>yx),Ëjl g<. 所 以 
"<< 是 传递 的 ,从 而 是 上 的 预 序 . 
XL a JERAN ra EAP. H(A, 2,a)X E gp, 则 对 每 
+ T€ L”, T>A VX H T X+ 2 Hi) Tp>a. AME TT 
r22 闭 得 
T(a= e) = Tirza) (g): (rza Y( Te) = a — Te > 1. 
HIERA, 2,1)X F(a=>go),Bl a< o. 
AZAA, 2,1)X+t(a>g). HEH AFO HOA, R, 
a)X Ha. 所 以 由 命题 7.1.16 得 . 
 (A,#,(ri" Y(a,1))X F (ri * (a ,a=>g), 
HCA, 2,a)X Hp. 这 就 证 明了 (7.4.21). 
特别 令 a =0, 则 由 (7.4.21) 知 0<<g 对 每 个 gEF 都 成 立 . 
(ü) k= E F(X) 上 的 等 价 关系 .以 下 设 gg pg. 
1” H(A,%,1)X Fo,(i=11,12,13)31 
当 p< h E. prp PF py V 2; , gx <i V o, 
当 p< E g; <n Bi (p, V g) <q. 
由 此 即 可 推 得 pi V p= V po. 
2” 类 似 地 ,由 (A, 久 ,1) 久 Fa,(i=8,9,10) 可 推 知 gi A qz 
=p A p. 
3° 由 pp AA, 2,1)X H(p). MAHLA, 2,1) 
XFo HA, A,1)X F (plp g)) M H(A, 2,1)X r 
515 可 推 知 pippa. 同 理 由 Pi 得 (A ,名 ,1) 太 上 (p> (9 
=>p1)). 由 此 以 及 (A, 贸 ,1) 久 上 oy 可 得 (A, 9 .1)X i (o> 
(gp2 壹 各)) ,从 而 可 像 上 面 一 样 推 得 pl 位 qz 过 册 .那么 利用 (A&A， 
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A ,1)X F al 就 可 推出 gi &o; piip HNH pep 
ó <. 

4” H o < URCA, 2,1)X F os TE> p) <l> 
p2). XHA, 2,1)X F os TE p= p) <C ppl > 
92)). Wi HH pp 以 及 规则 r” AEC >o )=> p 
(i>). ML H <M ERE >p) g). 同 理 可 证 
明 相 反 的 不 等 式 , 所 以 (gl 地 gp) 二 (二 下 ). 

由 以 上 1 一 4" 知 运算 VY , A, a 及 一 都 保持 关系 二. 

5” 设 g<<y, 则 对 每 个 TELF, 当 TT 之 A VX 且 T 关 于 贸 闭 
时 人 g 过 yg)=1. 由 此 以 及 x * 知 当 gy 时 T(pe38)=14. 设 ad 
EA,Artd)=n, Er(d)= (ki k.) pæ plil, ), M| 
易 证 `. . 

TU pep) eel ppn) = 1. 
从 而 由 (4 ,名 ,1)X 上 cl7 可 推 得 
T(ua(@i," Pa) Sualp pn) = 1. 
由 了 的 任意 性 即 得 E 
(A,#,1)X F Cua pis" s Pa ua pr pa) 
所 ual pis s pn) ua pi n). 

综 上 所 述 知 < 是 F(X) EB 8 间 余 关系 . 

Gii) pE Fp, pE, M p< 4 R fg 4 Ca: 
《7.4.23) 式 定义 的 委 是 合理 的 . SERE F(X) EB WE, ÆG) 
中 已 证 0<p. 所 以 和 是 F(X) 的 最 小 元 .由 (A, 旬 ,1)X Fo mi 
EFIS JHEAT. 容易 者 出 (7.4. 24) 式 是 成 立 的 ， 所 以 (F(X)， 
SEA FH. 

(iy) 设 下 (X) 上 的 二 元 运算 的 与 一 由 (7.4.25) 式 定义 , 则 由 
(A,#,1)X Foul g <(2=(oe&g)).382 

e <Il pkg) = p> ph = $ — ë @ g. 
又 ,由 (gpg) 过 (gp 地 四 以 及 (A, 9 ,1)X Hoslo>g, p, p) 
(# — ó) @ ë < 9. 
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PRECA ) 与 (4 ) 都 成 立 , 所 以 (四 ,一 ) 是 F(X) 上 的 伴随 对 . 
HCA, 2,1)X F a; 可 证 
FES 当 目 仅 当世 二 -7 
即 (Re) 成 立 , 那 么 由 (Me) 知 的 VX SENHOS. MA 
的 是 交换 的 .由 (4 ,多 ,1)X Eagt 
(Q 1— p) 人 (g => #G@1) = 1, 
故 
sQ 1< a< s#@ 1, 
所 以 FT= 2, 1 B3E1F6269 55 fi. 
HCA, 2,1)X F as 可 证 | 
(g— y) < (( — g) — (8 — x)), 
即 (R3) 成 立 . 所 以 (Ms) 也 成 立 , 即 
. (POD OI < pQ (2 @ 2). 
再 由 名 的 交换 性 得 
#@ (g @ y)= GOPDOPLIDGOP) 
= (pO @ x. 
所 以 的 满足 结合 律 .那么 (F(X), 名 ,1) 是 带 单 位 1 的 交换 半 群 . 
所 以 《F(XX) ,的 ,一 ) 是 剩余 格 . | 

(VECA, 2 ,1)X F ai EXF484- dE A, H(7.4.25) E 
L d (F(X), 9, =E, B Ar(q)= Ar(d),Ez(d)= 
Er(d) WA E(X)= (F(X), 多, 一 ) 0E AARE ñ) 
强 剩 余 格 . 

(vi) E L 中 4 所 5. 由 定理 的 条 件 (i) 得 (A, 久 ,5)XF5, 从 
而 (4 , 纲 ,a)X 上 五. 由 (7.4.21) 式 得 e<5 ,从 而 五 安 训 .所 以 了 保 
序 . 

H(A,2,1)X F((a Ab)>(a Ab) a Abba Ab (ik HI 
左边 是 两 个 公式 a 与 5 的 交 , 右 边 是 上 中 的 一 个 公式 a A). A 
而 a Aba A5, 即 A5SaAb, 了 世 即 ja Abla Ab). X, Hj 
保 序 知 相反 的 不 等 式 成 立 , 所 以 jla Ab)= ja Ajb. 

.由 定理 的 条 件 (ii)) 知 (A, 贸 ,a 一 5b)XF (a 过 5). 那 么 由 (7.4. 
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21) a—>b)<la=>b). X, H(A, 2R,1)X Fa, 得 (a 一 5)<(a 
>h), Mamb = a=>b t 
j(a— b) = a >b = a™b = a > b = ja —> jb. 

HEKRA, 2, a@Q5b)X F (a 及 6), 由 此 得 
j(a096) 志 ja 的 六 ,又 ,由 a 二 b 一 (a 的 5) 得 jasci(b—>(aQb))= 
放 一 (a 的 8), 所 以 ajb lab), Aj l aR) jab. 

最 后 ,;(a V b)= jaV jb 是 下 面 的 更 强 结果 的 推论 . 

B(A,%.,1)X Fo f dlags ran) = uala san). HE 
可 得 

jd(al an))= uala sap) = d(a1,"* a) 
= d (jag ja). 

这 就 证 明了 7: 6> EXE HE. 

(vii) 设 工 完备 .MCL. 若 MM= 儿 , 则 VM=0. 由 j0=0 Xl 

j(V M) = j0=0=V ;(M). 
即 j 保 空 并 , 设 MAD, ERGA a EM A jasp M, H a € 
MECA, 2,a)X F o WH 
(Cona, aX )p=V |b € L I (A,#@,b)X F g! 
>V lala € M| =V M 

H(A, 2, VM)X Ho. h(7.4.2DR, BVM, EE ;( V M) 
<p. Br h p HEBEN VM)SV ljala € Mi. 又 ,相反 的 不 
等 式 显然 成 立 , 所 以 (V M) = |jala& Mi. 这 就 证 明了 保 任 
意 并 . 

至 此 定理 7.4.16 全 部 证 毕 . 


4. ETRA 


命题 7.4.17 设 定理 7.4.16 的 条 件 成 立 , (ORERE 
RLE 
中) 对 每 个 aC L.,r a € %, 
a i 
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(üu)W& aC LNIll,8 nEN, fE an=0, 
B j: 8 一 如 (XX) 是 单 射 . 
证 首先 注意 , 若 j 不 是 单 射 , 则 有 (€ L 和 使 c< 关 1 且 对 任何 
TELF, 
4 TZAVX EHET ŽTŤ 2A Te=1. (7.4.27) 
事实 上 ,由 了 不 是 单 射 知 有 a ,5E 工 ,ga 天 5 且 和 = 力 . 令 c=a 
<b, H a2Z2b #1. H ja = jb mje = jaib =i, M, HEA T 
ELF, TAV X BT X+ #ËBE Tc =1. 故 (7.4.27) 式 成 立 . 
ORR aC L, aC 2.38 AES 5F,WJS c 使 (7.4. 
27) 式 成 立 . 由 r c C RAA 
TO = T(r Ic) (c) Z: (rc (Tc) = 1 
对 每 个 之 A YX 且 芽 关于 贸 闭 时 成 立 .由 此 得 (A, 久 ,1)XFH0， 
从 而 由 (7.4.21) 式 得 T<0. 可 见 8( 关 ) 是 虹 化 的 ， 
(让) 设 命题 的 条 件 (让 成 立 .车 j 不 是 单 射 , 取 c 如 上 所 述 , 且 
设 c*=0, 则 | 
1=j1= (j1)" = Ge) = jle) = ;Q = O. 
所 以 仍 得 出 ë ( X) 4669251. 
命题 7.4.18 设 定理 7.4.16 的 条 件 成 立 , 则 
(让 设 儿 是 FCX) 中 的 滤 子 , 且 多 仅 合 7( 工 ) 中 的 一 个 元 j1, BE 
f #f(Yj(L) = ljll, (7.4.28) 
则 孚 可 扩张 为 满足 (7.4.28) 式 的 极 大 滤 子 . 
GHE j: 8 一 8 (X). AM. 多 是 满足 (7.4.28) 式 的 极 大 滤 
子 , 则 对 任何 zE F(X)( 为 简便 计 ,z EAR- AEE) ré F 
当 且 仅 当 
存在 uw € Zaa € L,a < 1 fl n ENE @ < ja. 
(7.4.29). 
”证 人 显然 满足 (7.4,28) 式 的 滤 子 按 包 含 序 所 成 的 链 都 有 
上 界 , 且 仍 满足 (7,4,28) 式 ,所 以 由 Zom 引 理 知 论断 (过 成 立 ， 
(ii) 设 多 是 满足 (7. 4. 28) 式 的 极 大 滤 子 ,z € F(X). ERI 
{7.4.29) 成 立 , 则 zxz 舍 多. 事实 上 ,车 x 多, 则 推出 ja EE. 多 ,因为 
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j 是 单 射 , 由 a<1 Ni 如 天 il, 这 与 (7.4.28) 式 相 矛 盾 . 故 z& Z. 
反之 , 设 条 件 (7.4.29) 不 成 立 . 令 
= ly € F(X)| Qu 
=< y Xk u EFE n C€ NIRK3AF], 
则 易 证 F É F(X)iFÉËJIR T, B H31F07.4.29) 7 3 5 2" HE 
是 (7.4.28) 式 ( 即 ,g* NFL) = [;11). H z@Qu =< z@1= zx Ar 
EF .又 , 设 yE F, ME Oyy y Si yC Z* BF FDF 
Ufz 上 从 而 由 多 的 极 大 性 得 F =s, z€ Z. 
以 下 称 满足 (7.4.28) 式 的 ( 极 大 ) 滤 子 为 了 - ( 极 大 ) 滤 子 . 
命题 7,4,19 设 命题 7.4.17 的 条 件 成 立 , 工 是 链 , 且 
上 | 
(ADDE E Alp A) = | egag) V (g=>9),n = 0. 
(7.4.30) 
则 
中 对 任 二 z,y€ F(X), 
(z— y) V (y— =) = 1,(z V y= z" V >, 
(7.4.31) 
(ii)j 一 极 大 滤 子 多 是 素 滤 子 , 即 
当 (z V xy) € ZFFE z EFE y € Z. (7.4.32) 
证 (i) 由 (7.4.30) 式 立即 得 出 (pg 二 J)V (p>), 
(p —> p) V (6 — ë) = (oD V (>p) = 1. 
分 别 以 x,y ao 55 ó HEETE- " 即 得 (7.4.31) 式 . 
GB rE Z,y& F, WHR. 4. 29A uvE F,a,b 
€LN!15S m, nE€N {E 
tOu Sja, yu lp. 
B k H max( m ,n), EE L Ek a V b<1,; 为 单 射 ， AT j (a V 
b)<ji Whit 7.2. 11 得 
(z V y): @ (u = V X) @) (u @ z) 
=(2* @ u @ o) V (y @ u Qo) 
= (z”@) u) V (y' G o) 


Kja V jb = j(a V b) < j1. 
即 zV y 满足 条 件 (7.4,29). 所 以 {zx V y)& Z. 


5. 完备 性 定理 


在 第 四 章 中 我 们 就 系统 作证 明了 [下 ] -完备 性 定理 4.1.15， 
其 基本 思想 是 :把 赋值 格 取 为 公式 代数 F 的 某 种 商 代 数 以 使 完备 
性 定理 成 立 ,在 Pavelka 的 逻辑 中 ,虽然 情况 要 复杂 许多 ,但 完备 
性 定理 也 是 在 赋值 格 与 公式 代数 é ( 苦 ) 的 某 种 商 代数 同 构 的 情 
襄 下 得 出 的 . 以 下 将 给 出 两 个 完备 性 定理 ,其 中 格 都 是 完备 链 . 这 
两 个 定理 的 条 件 与 证 明 虽 不 尽 相 同 , 但 其 证 明 鼎 多 相似 之 处 ,其 共 
同 的 思路 如 下 ， | | 
第 一 步 , 先 证 明 可 靠 性 , 即 , 对 和 任 一 X€ LF 和 goEF, 证 明 
: (Cona,#X)@o < (CongX ) go. 
第 二 步 .证 明 完 备 性 , 即 证 明 相反 的 不 等 式 
(Cona,aX ) po 之 (CongX ) go. (7.4.33) 
首先 可 排除 2 ( X) SW (E.P5 EE, 因为 那 时 8 (多) = 11, W 
(Cona, aX) o =1 ERI. Hi é ( X)3Ë88 4k. HIERT. 4.3D 
不 妨 设 
(Conga aX) go = ao < 1. (7.4.34) 
然后 当 ao 在 L 中 有 后 继 元 时 令 5 = ao, 而 当 ao 无 后 继 元 时 令 6 
为 工 中 任 一 大 于 ao 的 元 .那么 为 证 (7.4.33) 式 只 须 在 NAP, 8) 中 
RARE TTX H ! 
Tes < b (7.4.35) 


RTI. Rikt RE: 
1” 定义 
F= |y € F(X) | y > (g > jb)" 对 某 个 n € N 成立}. 
(7.4.36) 


EH ZJ ;- WET. JA i fii 7.4.19 得 出 包含 多 的 了 - 素 滤 子 
F, 
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2” 利用 多 E aE F'IFBHXHRR 4 z€ F(X),# cC L 使， 


(roje F. (7.4.37) 
这 样 就 可 得 出 满足 T2>X 以 及 (7.4.35) 式 的 赋值 下 ,从 而 完成 了 
对 完备 性 的 证 明 . 
事实 上 , 设 


f: UK) X X)/#" 
是 从 8(X) 到 其 关于 多 的 商 代数 ( 见 定理 7.2.29) 上 的 射影 映射 . 
今 . 
fei: €— @ X) — &( X) /#* 

为 了 与 i 的 复合 映射 , 则 foj 是 如 同 构 . 这 是 因为 ff 作为 & 同 态 
的 复合 是 8# 同 态 . 其 次 , 设 a 关 5. 由 j 为 单 射 (用 命题 7.4.17) 知 
jti Di ajb EF ,因为 反之 将 有 j(am60)E9* .但 (a 
b)<1.%1j F E j — ATATA, Pr l ajb) AF ,从 而 f° ja 
天 产 矿 .这 表明 了 fo; 是 单 射 .又 ,由 (7.4.37) 式 知 F(X) 中 每 个 
公式 z 都 与 某 j 属于 同一 同 余 类 ,所 以 由 j(L)CE(X) 和 f° j 
是 满 射 .这 就 证 明了 f°j 是 同 构 . 

现在 作 TC LF WMF: . 

T=(f- j)! e f° g:F— L, 
这 里 
g(@)= ë (e€ F) Añ g 1 £= ;. 

T 作为 同 态 自 然 保 各 连接 词 .又 , 设 c€ L , W 
Te) = (fe) te fo g)Xc) =f j le fo j)(c) = c, 
所 以 工 是 7(P, 的 中 的 赋值 映射 . 

其 次 , 设 5EF, 则 (4A, 2,X(4))X i ,Ël X(2)< ó sË 
IXENA, PEA 

TC) =((f i! fo g)Xg) = ((f jy! fF) 

(Fi! e fe KOH)) = X(2). 

这 表示 TEX. 

最 后 ,由 (7.4.36) 式 知 (B0 一 雍 ) 扎 -99 . 故 由 (7.2.47) 式 得 
FoS fib ,从 而 
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T(go) =((f ° j) le f° g)(@0) 
=((f= j)! ° FẸ) 
<((fsj) l s f e j)(6) = b. 
这 就 证 明了 TX 且 (7.4.35) 式 成 立 . | 

定理 7.4.20 Ú L= (C,,i,@,—)J m +1 元 剩余 链 (六 之 
1), 

Craii = lbosbis somt, O= b < b, < -:: < b, = 1. 
PER, 8 = (KC, 加 ,一 )，4%) 是 强 剩余 格 ,其 全 型 为 (4r， 
Ex). 设 

2Z={|oili=1…17U ln = 0,1,1} 
U {py(g) 10 委 上 < m,p EFP, 8}, 
这 里 
mle) = ((eg=5,) V lbg) 
a, p=a 
a 的 六 p = a&b 
Alg) =4a—b, p = a>b 
1, e € > 
0, 其 他 . 
A= {ri EU ira l| i= 2,3,4,a € Cnil. 
则 ECP, 8) 上 的 Cni- EECA, DEF C. -BLIP ë) 
完备 . | 

证 首先 注意 定理 7.4.16 的 条 件 都 成 立 , 所 以 商 代数 8 (X) 
存在 . f 
GA. DXF IP, EMR. EXEL AA LEARE, Br 
以 上 L WER). X, L 按 (7.4,16) 式 构成 完备 的 对 偶 Heyting 代 
数 , 所 以 由 命题 7.4.10,7.4.11,7.4.14 和 7.4.15 知 GZ(P,&)} 中 
每 个 本 关于 久 中 每 个 规则 都 是 闭 的 .由 T 为 同 态 知 

Ta = a,T(a&b) = a@b,T(a=>b) = a — b. 
又 ,由 定理 7.3.9 知 m(i=1,…,17) 都 是 8 重 言 式 ,由 例 7.3.10 
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(DIA (n =0,1,…) 也 都 是 86 重 言 式 ,所 以 TZA 成 立 , 从 而 由 
定义 7.1.27 知 (A, 鳃 ) 关 于 9(P, £ uj x. 
(让) 不妨 设 8( 久 ) 非 说 化 . 设 (7.4.34) 式 中 的 ao= bi bn F 
由 (7.4.36) 式 定义 ,其 中 5= 机 ,显然 多 是 F(X) 中 的 滤 子 .以 下 
证 明 多 是 j 一 滤 子 . 反 设 有 c<1 使 jc € F, ME nEN të 
(Bo — jbp)" < jc. | (7.4.38) 
EABEXACA, 2,1)X F(C po™b) V (by, i=>gn)). H jk af 
得 
(Po — jb,) V (Gbr > Po) = j1. 
由 A 与 女 的 定义 知 命题 7.4.,19 的 条 件 成 立 , 所 以 由 上 式 得 
j1 = (71)” = (po — jbr)” V (brl — Po)" 
Kje V (jbr > Po) = jle V (Brn 90)). 
由 此 得 
(A ,2#,1)X F (Crapo) V c). 
所 以 车 T2Z2AV X BT + 2AM, W T((b;,i>eÍ) V e)=1. H 
(L,c)W 34 rac 与 (7.4.16) 式 得 
TChr po) = T(rsc) (br po) V c) 
Z(r,c)'(T((b;,i>@0) V c)) 
=(racyl = c< 1 = 1. 
B(A. R,1)X F (b, ™ po) WA bai gpo (A, Rbr) XE 
po ATIE 个 的 任意 性 得 
(Cona,aX) po Z brni > br- 
这 与 (7.4.34) 式 以 及 ao = b, 相 矛 盾 , 所 以 多 是 了 - 滤 子 .由 命题 
7.4.19, 存 在 包含 多 的 7 - 索 滤 子 多 .由 前 面 对 完备 性 证 明 的 分 
析 知 以 下 只 须 证 对 每 个 zE F(X),# c€ Cti 使 (7.4.37) 式 成 
立 . 
令 
D, = fe € Cani | (je >z) € g", 
H, = |e € Cama | (z — je) € 2" |. 
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显然 0E D, B D, 为 下 集 ,1E H, R H, XER. HF AKETA 
AÁ € > 从 而 
(jc > z) V (x> jc) = ;1 € 2* 
Ml je>) EF Rl e->je) EF .所 以 D, UH: = Crne # D, A 
H,=Z.W|#B D, A F# E H, HLR 504 ,< y — 1 ## b, 为了。 
的 最 大 元 且 b 25 H, 的 最 小 元 . 设 z= 2. h 
(A ,NW,1)X DACI = ((@=5,) V (b,.i>2)) 
得 | 
CP — jb) V Gba >p) = je. 
H Z" ARETA Gj) EF RG —-2)C2* Bl b, € H, 或 
b, € D, FE. AA D. NEAD. 设 (€ p, NH, W 
(je > z) € 2" B(z — j) EF, 
所 以 (7.4.37) 式 成 立 . 
推论 7.4.21 设 定理 7.4.20 的 条 件 成 立 ， XEL, EF, 则 
有 证 明 W 使 
Wi=g HE (Conxgyp = WX. Q. 4. .39) 
证 因为 工 是 对 偶 良 序 集 ,由 推论 7.1.22 知 有 以 p HEH 
的 证 明王 fÈ (Cong 2X)p= WX. 由 完备 性 定理 7. 4. 20 即 得 
(7.4.39) 式 . | 
定理 7.4.22 & L =[0,11, (@,—)3 L EM Lukasiewicz 
FE, P EZ, & =《〈( 工 ,办 ,->》， % > Jš: 38 38 2: 1⁄8 , HADA 
(Ar, Ex). E 
9, =ll(@,a,b,ar,bi, mn) OSa < a <1, 
0<b < bi S< lna tb nai + bp € F,n € NI, 
ga = {pa ba bin) | 0=<a < a < 1, 
O< b <bi < lna -b Z nat -bp € F,n € N!, 
Z=lsali=1,-,171Ul2, |n=0,1---lJU9, U. 
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fa, p=a 
ab, p=a&b 
A(e)=4a—b, g@=a=b 
1, pE 
0, 其 他 . 
@=|r*]UIrala€ LI. 
HI FCP, E)ER L -WIK(A, DAF L - TER S(P, 8) 完 备 . 

证 DEB EERE. tE E BE 7.4.16 的 各 条 件 
均 已 满足 ,从 而 商 代数 (XF. 

全 因为 胸中 各 规则 关于 IP, eTR, Ah A KELUK 
例 7.3.10(iii) 知 A<ConZ AE J= FLP,@8). 所 以 由 定义 7.1. 
270A, PIAF IP, 8) 可 靠 . 

《让 ) 为 证 完备 性 ,只 须 对 任 一 X€ LF#l goE 下 证 明 (7. 4.33) 
式 成 立 .不 妨 设 (7,4.34) 式 成 立 . 取 5 使 4o<5 扎 1, 以 下 只 须 证 由 
(7.4.36) 式 定义 的 即 一 滤 子 且 对 每 个 xE F(X),# c€ L 使 (7. 
4.37) 式 成 立 .- : 

设 有 cE[0,1) 使 ¿€ 3 成 立 , 则 有 nEN 使 

(Fo jb)" < jc, 
从 而 由 A 的 定义 与 (7.4.31) 式 以 及 推论 7.2.11 得 
1 =(j1)" = G pb) V (b>p0)))" 
=(@ > jb)" V (jb — po)" 
Kje V (b — po)" SÇ jc V (jb — po). . 

由 {7.2.21) 式 知 c 是 Lukasiewicz X [| [0,1] PARRA, 即 有 m 

EN 使 em=0. 那 么 由 上 式 得 
jl= (j1)” < (e)" V Gb po)” 
= jÜ V (jb — po)” < (jb — Ẹpo), 

从 而 bpo M bpo 或 (Cona aX) po>b. I 55 (7.4.34)2% 383 
盾 , 可 见 & F AFAJ- F. 

设 zEF(CX). 定 文 
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D, = {c € [0,1] IGc— z) € 2°], 
H, = Íc € [0,1] | (z >j) € F`}, 
则 0ED, 且 DD, 为 下 集 ,1E 互 EH, ALE. H 2" 为 素 滤 子 可 得 
D,UH,= [0,1]. 以 下 证 明 D, 与 昌都 是 [0,1] 中 的 闭 集 . 
Pak D,, h D, 为 下 集 知 为 证 品 , 为 闭 集 只 须 证 存在 a1€ 
[0,a WË# a| & D, 即 可 ,由 a & D. Hijar) & F. 所 以 由 条 件 
(7.4.29) 知 有 5<1,zEN 和 zwE 天 使 
(ja >r) @ u < jb. 
这 时 Lll jar)" jb), BEA jaz)" ES 取 bi Ëb 
<b <1 Hi b-b Zah, tE a= a- (bi — b)/n20. 设 x== 
多 , 则 由 
O<a <a<1, 0<b< a KIM na + b= nai + bi 
以 及 A 的 定义 知 
(AM DX HELa, babin) 
=(((a=g)=b)=>((ay=>4)"=>bi)). 


由 此 得 . 
I ((ja > z)" — jb) < (Gai > z)" > jb), 
从 而 由 上 式 左边 属于 多 I jara)" >j) EF H larar) 
€z* W jarr) EF ,从 布 由 
. (jai — z)" @ (Gai — z)" — jbi) < jbi 
b EF ,这 里 b, <1,5 2" E jT. ik (ja =) & 
多 ,那么 al 各 也 .所 以 D, 是 [0,1j] 中 的 闭 集 . 

请 读者 利用 (4 , 2 ,1)X l L, 证 明 H, 也 是 闭 集 . 

因为 [0,1] 连 通 且 可 表 为 二 闭 集 D, H, 之 并 ,所 以 D. 与 
H, 必 相 交 . 故 任 取 C D. IH. , 则 (7.4.37) 式 成 立 . 

推论 7.4.23 设 定理 7.4.22 的 条 件 成 立 ,XEL ,gEF. 则 
有 以 p 为 且 标 的 证 明 序 列 WD，W 人 外 ,… 使 

limW® X = (ConsX)o. (7.4.40) 
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这 里 F=F(X), #= S(P,, ê). : 

证 由 定理 7.1.20 和 定理 7.4.22 并 注意 L =[0,1] 即 得 本 
推论 . 

注 7.4.24 在 注 7.1.31 中 我 们 曾经 说 过 ,Pavelka 逻辑 中 的 
完备 性 是 很 强 的 完备 性 ,加 之 其 中 不 涉及 非 运 算 , 所 以 从 这 里 的 不 
完备 性 定理 推 不 出 当 公 理 集 A URREA X 都 是 分 明和 集 时 相应 
的 不 完备 性 定理 .但 是 从 这 里 的 完备 性 定理 当然 可 推出 相应 的 分 
明 情 形 的 完备 性 定理 .比如 ,在 完备 性 定理 7.4.20 中 设 m =1, 即 
Ci=10,1| ,就 得 出 经 典 命 题 演算 的 完备 性 定理 .事实 上 ,这 时 
的 Eukasiewicz 蕴涵 算 子 已 成 为 经 典 的 蕴涵 算 子 ,伴随 对 (& ,一 ) 
已 成 为 (A ,一 ) ,证明 W 的 值 非 1 邵 0, 且 定理 7.1.20 已 具有 很 
简单 的 形式 .再 取 A= 了 ,并 令 一 a=a 一 0(a=0,1). 一 2 = p> 
即 可 验证 以 上 论断 ,请 读者 完成 其 余 的 细节 . 


* 274 。 


第 八 章 ”Fuzzy 推理 的 非 Fuzzy 形式 
$8.1 引言 | 


如 我 们 在 第 三 章 开始 时 所 说 ,Fuzzy 推理 是 Fuzzy 控制 技术 的 
理论 基础 .关于 Fuzzy 推理 已 有 大 量 的 研究 成 果 ( 参 看 文献 [10])， 
但 这 些 理论 研究 似乎 尚 没 有 一 个 可 靠 的 逻辑 基础 .在 8$4.2 中 我 
们 建立 了 部 分 赋值 重 言 式 理论 ,基于 此 ,我 们 于 84.5 中 把 Fuzzy 
推理 纳 人 了 3( 巨 ) 的 语义 框架 之 中 ,这 自然 就 在 一 定 程度 上 为 
Fuzzy 推理 提供 了 逻辑 依据 (参看 文献 [71]), 在 本 章 中 我 们 通过 
将 Fuzzy 推理 形式 化 的 方法 而 将 其 移植 到 经 典 逻 辑 学 之 中 , 进 一 
步 从 语 构 和 语义 两 个 方面 为 Fuzzy EAE FJ SE 6622 343881. 4 
然 ,这 种 新 的 理论 虽然 与 Fuzzy 推理 完全 相似 ,但 已 经 不 再 具有 任 
何 Fuzzy 的 涵 意 了 .顺便 指出 ,最 近 Zadeh 在 文献 [73] 中 所 提出 的 
Fuzzy 多 辑 的 机 制 完全 不 同 于 传统 的 多 值 惧 辑 系统 的 机 制 的 看 法 
是 应 该 随 着 本 章 理论 的 建立 而 作 适当 的 修正 了 .在 下 而 将 看 到 ,在 
多 值 系统 乃至 在 经 典 的 二 值 敢 辑 系统 中 是 存在 着 与 Fuzzy 逻辑 完 
全 相似 的 推理 机 制 的 ， 

首先 回忆 一 下 Fuzzy 推理 的 最 基本 的 形式 : 

已 知 A(z=)— B(y) 


且 给 定 A'la) | (8.1.1) 
求 B* (y) 


REA, A” B, BRAMER X 与 了 上 的 Fuzzy 集 . 在 第 
下 章 中 我 们 提出 了 求解 (8.1.1) 式 的 三 I 原 则 ,并 证 明了 Ro 型 三 
I FMP 算法 如 下 : 

-B*({y)= supl A" (z) A R (A(z),B(y))],y € Y. 


(8.1.2) 
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这 里 
l = |z € X I (A*(z)) < R(Alz), B(y)) ly € Y. 
(8.1.3) 
可 以 通过 使 用 [0,1] 上 的 一 个 新 算 子 而 将 上 上述 公 式 简 化 ， 
定义 8.1.1 E —=:[0,12—[0,1]8 Ro HMAT. 9 
a @ b = —(a >—b),a ,b € [0,1]. (8.1.4) 
这 里 YzE[0,1],-z=xz =1-—-z=,WJ48—3 W TG: [0,1 F 
[0,1],#28[0,1] Fby BS 3k). 
其 实 ,@@ 就 是 与 Ro 互 为 伴随 的 算 子 , 即 ， 下 面 的 命题 成 立 : 
命题 8.1.2 &:[0,1 一 [0,1] 是 单调 算 子 , 且 
abac MAR a<b—c, a,b,c € [0,1]. 


(8.1.5) 
请 读者 自行 证 明 命题 8.1.2 以 及 下 面 的 命题 8.1.3. 
命题 8.1.3 ” 设 四 是 [0,1] 上 的 图 乘 算 子 , 则 
5 = oA B> a+b>1 (8.1.6) 


a +b=<1. 
从 而 一 般 说 来 ab aita Ab h. 
3F(8.1.3)2 2 rEE, MA" (z)+ R (A(z),B(y))> 
1, 从 而 由 (8.1.6) 式 知 
A“*(z) A RX(A(z),B(y)) 
=A"(z=)@ Ro (A(z),B(y)), z€ E, (8.1.7) 
若 z&E;, W| A“(z)+ Ro(A(z),B(y)) 所 1, 从 而 由 (8.1.6) 式 
知 
A*(z)@ R (A(z=),B(y)) =0, xz&E,.(8.1.8) 
H(8.1.7)2830(8.1.8)5% I(8.1.2) ET AE REZA H 
下 面 的 定理 成 立 : 
定理 8.1.4 FMP{1) 的 Ro 型 三 I 解 B* 的 算法 如 下 ; 
B"(y) = suplA* (z) @ R (A(z),B(y))l, y € Y. 
(8.1.9) 
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对 于 算 子 Ro 而 言 ,第 四 章 中 得 出 的 FMP 问题 的 CRI 解 (4. 

3.4) 式 为 | 
B" (y) = supl A" (z) A RO(A(z),B(y)) 1. 

与 (8.1.9) 式 相 比 较 ,由 命题 8.1.3 AKAH IRH CRI 解 为 
小 . f I 

A 360 F 862 ax pE 3: ME09 55 — W TE h EZERA 
24 中 通过 语 构 途 径 建 立 与 Fuzzy 推理 相对 应 的 理论 ,在 第 三 节 中 
则 将 这 一 理论 拓 广 到 多 值 系 统 Z" 中 .第 四 节 在 允 中 通过 语义 途径 
建立 Fuzzy 推理 的 非 Fuzzy 模式 .最 后 在 第 五 节 中 将 第 四 节 的 内 
容 推 广 到 Lukasiewicz 三 值 系统 中 . 


$ 8.2 二 值 逻辑 系统 2 中 的 广义 与 
多 重 广义 MP 规则 的 语 构 理 论 


1. 两 个 基本 问题 


我 们 在 二 值 逻辑 系统 区 中 考虑 如 下 两 个 问题 : 
问题 8.2.1( 广 多 MP 问题 ) 
已 知 A 一 *B 
HE A" A,B,A*,B*E€EF(S). (8.2.1) 
求 B* 
问题 8.2.2{ 多 重 广义 MP 问题 ) 
已 知 A,—*B 
HAE Az A, B,AF,B*€F(S),i=1,= n. (8.2.2) 
求 B* 
注 8.2.3 (i) 以 上 各 大 写字 母 均 表示 中 的 公式 , 即 , FCS) 
中 的 元 素 , 在 本 节 中 FF(S) 是 由 5= {pi,p2,…|] 生 成 的 (一 ,一 ) 型 
自由 代数 . 后面 将 要 出 现 的 连接 词 V 与 人 只 是 起 简写 的 作用 . A V 
B 表示 一 A-> 互 ,4 人 A 吾 表示 一 (4 一 一 也 )， 
( 介 ) 在 以 上 两 个 问题 中 我 们 使 用 了 “ 求 B* ”一 词 . 其实, 我 们 
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是 问 应 当 如 何 “定义 互 *" 才 能 使 相应 的 算法 成 为 Fuzzy 推理 在 乡 
中 的 对 应 物 .在 (8.2.1) 式 中 如 果 A* 就 是 A, 那 么 广义 MP 问题 

就 成 为 经 典 的 MP JE, B ARRE BT. HA PAT A 时 也 

给 出 一 种 求 B* 的 算法 可 以 看 作 是 一 类 实际 问题 在 经 典 逻辑 学 中 

的 反映 ,请 读者 回顾 本 书 前 言 中 的 问题 4 和 问题 5 便 可 领悟 广义 

MP 问题 的 实际 背景 了 . 以 下 就 来 讨论 如 何 定义 以 及 如 何 计算 广 

义 MP 问题 的 解 B”. 在 此 基础 上 可 以 进一步 讨论 多 重 广 义 MP 

问题 , 正 是 这 一 问题 的 解 ,其 计算 公式 与 Fuzzy MP 问题 的 解 的 计 

算 公 式 完 全 类 似 . 


2 .一 组 公式 的 根 
定义 8.2.4 设 A,BEF(S), 规 定 
A<B 当 且 仅 当 上 CA -> B), (8.2.3) 


则 FSRA Te fE WREE), <). 

注意 ,所 并 不 是 F(S) 上 的 偏 序 ,因为 反对 称 性 不 成 立 .如 , 令 
A p>p,B »q>q, M A<B HB<A, E AZB. | 

定义 8.2.5 设 PCF(S), 以 也 (CT) 记 全 部 工 一 推论 之 集 ， 
即 | 
D(T) = JA € F(S) I r FA]. (8.2.4) 
如 果 DCP) 在 (F(S), 必 ) 中 有 最 小 元 ,比如 4 , 则 称 A 为 卫 的 根 . 

例 8.2.6 DET AZE, M r 的 根 就 是 定理 . 

GE P= F(S),W r 的 根 就 是 矛盾 式 . 

(ük PR=S3, 则 了 没有 根 . 先 证 明 DD(S) 产 F(S). 事 实 上 ， 
车 D(S)=F(S), 任 取 矛 盾 式 A, 则 AED(S). 因 为 A 只 含有 限 
多 个 原子 公式 ,所 以 取 n 充分 大 便 有 AED(ip1,… ,pr1). 这 时 
由 演绎 定理 知 . 
B = pi> (pay > Cr — (p, A).-.) 
是 一 个 定理 ,从 而 是 一 个 重 言 式 .到 赋值 ,EQ 使 

(p) = 1, i=1,,n, 
则 由 o(A)=0 g v(B)}=0.7 8.0 h, D( S)Z F(S). HH 
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D(S) 中 不 会 矛盾 式 . 今 设 4= Fbi "spi, ) 且 A 不 是 矛盾 式 ， 
故 有 be 使 (A)=1. 不 妨 设 对 充分 大 的 n 有 vw(ps)=0, 则 对 
此 种 p. ,由 wv(A 一 ps)=0 知 A 一 ps 不 是 定理 , 即 A< p, 不 成 
立 , 但 p,ED(S), 所 以 入 不 是 D(S) 的 最 小 元 ,这 就 证 明了 S W 
有 根 . . 

”容易 证 明 下 面 的 

命题 8.2.7 设 TCF(S),A,BEF(SY. 

OF A BEET H, N AssB, 即 A 与 B 可 证 等 价 ， 

(ü)A 是 工 的 根 当 且 仅 当 DD(T) = D(A),I R D(A)E 
D({A1) 的 简写 . (8.2.5) 

上 述 命题 的 证 明 留 给 读者 .由 (i) 看 出 ,T 如 果 有 根 , 则 在 可 证 
等 价 (或 逻辑 等 价 ) 的 意义 下 根 是 唯一 的 . 

定理 8.2.8 下 (S) 的 每 个 有 限 子 集 都 有 根 . 设 4 是 下 = 
[A1,…, 太 ,| 的 根 , 则 . 
A =s Ai A A Ane (8.2.6) 
证 设 P,Q,REF(S), 则 易 证 | 

(PAQ—R)=(P—(Q—R)), (8.2.7) 

由 此 用 归纳 法 易 证 k 


(ÀA; =B) == (A, ~ (A, — (0e — (A, > 再 )…)， 


(8.2.8) 
A WEC. 2.6) 式 , 先 证 明 D(A)C D(T'). H(8.2.6) 5 
(8.2.8) 式 得 
(Ai (A (A, A)), (8.2.9) 
使 用 n 次 MP 规则 便 得 |A1,…,A,1 上 A, 从 而 AED(T). 由 此 
得 D(A)CD(T). 其 次 , 设 BED(T), 即 [A1,…,A,} 上 -B, 则 使 
用 演绎 定理 n KEH l - 
HA: —> (Az > (= (A, — B) =). (8.2.10) 
由 此 以 及 (8.2.8) 式 和 (8.2.6) 式 就 得 到 上 (A->B). 这 表明 A 上 
B, 即 BED(A). 由 B 的 任意 性 得 DD(T)CD(A). 这 就 证 明了 
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D(T)=DD(4), 从 而 A Ë P MH. 

定义 8.2.9 W T,CF(S)(k=1,--,m),W Ñ D(T,)Rñ 
元 素 叫 p... 了 ,的 公共 推论 ,其 中 若 存 在 最 小 者 , 则 此 最 小 者 叫 
rz 的 公 根 ， 

定理 8,2.10 É T,CF(S)E D, fii A,(E=1,---,m),i 
T, Ti, ARRA, E | 

GOAS Ẹ As. 

Gif D(T,)= D(A). 

证 (DB AV AG =1,- m). 注意, 一旦 某 公式 是 了 
-推论 , 则 在 (F(S), 尺 ) 中 比 该 公式 大 的 公式 也 是 厂 一 推论 ,所 
以 VAs ET, Tn 的 公共 推论 .其 次 , 设 B ET p, 的 任 
一 公共 推论 , 则 由 A, Ë T, 的 根 知 

(A, — B), k = 1,*,m, (8.2.11) 
从 而 | 


| FA GA — B). (8.2.12) 
由 归纳 法 易 证 和 (Ay>B)~e( 久 As 一 BB). 帮 由 (8.2.12) 式 得 
FCV A — B), B] V A, < B. 
这 就 证 明了 VA E Ti, Tn 的 最 小 公共 推论 , 即 , 公 根 . 
(这 由 (人知 A, <A ,从 而 


D(A) C D(A,) = D(T,),# = 1,-",m. 
由 此 得 


D(A) CO0D(n). 


另 一 方面 ,V BE 几 D(T),B ET... T, 的 公共 推论 从 而 大 于 


A, 故 BED(A). 这 又 证 明了 
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ÅDT C D(A). 
这 就 证 明了 {ii)， 


3. 广 义 与 多 重 广义 MP 问题 的 解 的 定义 与 计算 


定义 8.2.11 ŽA, A*,BEF(S). Æ L, 
GJ X MP 问题 (8.2.1) 的 CRI 解 B* 是 T= |A->B,A*| 
的 根 . 
(ü) X MP 问题 (8.2.1) 的 三 I 解 也 "是 (F(S), 必 ) 中 使 下 
式 成 立 的 最 小 公式 B*: . | | 
R(A— B) — (A* — B*)). (8.2.13) 
定理 8.2.12 设 A,A* ,BEF(S). 在 中 ， 
(了 广义 MP 问题 (8.2.1) 式 的 CRI 解 与 三 1 解 都 存在 且 彼 此 
可 证 等 价 . 
Gi B* 是 (8.2.1) 式 的 解 , 则 
B" =% A" A (A — B). (8.2.14) 
证 由 定理 8.2.8 知 (8,2.1) 式 的 CRI f: B* 存 在 , 且 满 足 
(8.2.14) 式 .以 下 只 须 证 B" J (F(S),<rhiË(8.2.13)s% sr 
的 最 小 公式 .事实 上 ,由 (8,2,14) 式 得 
((A— B)— (A * — B*)) 
` ms (A — B) — (A* — A*)) 
A ((A— B)— (A* — (A — B))). 
显然 
H(A — B) — (A" — A*)) 5 
H(A — B) > (A* — (A — B))) 
都 成 立 , 故 (8.2.13) 式 成 立 .其 次 设 
H(A —B)—> (A* — C)), 
则 由 
((A— B)— (A * — C))=s (A * — ((A — B)— C)) 
æ (A* A (A— B)— C) 
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得 
FHA’ A (A— B)— C). 
即 上 (B”* 一 C) 成 立 , 所 以 B* <C. 

注 8.2.13 WRA” RE A, MOX MP 问题 48.2.1) 式 就 成 
为 熟知 的 MP 问题 ,但 这 时 的 CRI 解 B* E: A A ( A— B) fi + J: 
B. 易 见 B* 和 B 都 是 =A 一 B,A1} 的 推论 , 即 ,都 是 D(T) 的 成 
员 , 只 不 过 B* 是 D(T) 中 最 小 的 成 员 , 而 B 则 一 般 不 是 最 小 的 . 
从 根 的 意义 和 {8.2.5) 式 看 ,只 要 知道 了 丁 的 最 小 推论 ,把 比 它 大 
的 公式 都 拿 来 就 得 出 了 T 的 全 部 推论 .这 是 根 比 MP 解 B 好 的 地 
方 .但 请 注意 ,这 并 不 是 说 以 后 可 以 用 4 A(A 一 B) 来 取代 B 作为 
MP 的 解 .因为 B 虽然 不 是 |A 一 B ,BI 的 最 小 推论 ,但 其 形式 远 较 
最 小 推论 A A {A 一 B) 简 单 ,而 这 正 是 大 量 的 湿 辑 演算 所 需要 的 . 
不 过 如 果 A—B 与 A 都 是 定理 (对 每 个 证 明 序列 中 的 某 两 项 运用 
MP 规则 时 的 情形 就 是 如 此 ), 则 容易 证 明 A A (A— B): B 是 可 
证 等 价 的 ,因为 它们 都 是 定理 . 

定义 8.2.14 设 A,,A:,BEF(S),i=1,…,n. 在 名 中 : 

GJE X MP 问题 (8.2.2) 的 CRI E Diet Ta 的 公 
根 , 这 里 卫 = 1A4, 一 下 ,4 | ， i=1,.…,n. 

(让 多 重 广义 MP 问题 (8.2.2) 的 三 1 解 是 (F(S)， EW 
以 下 条 件 的 最 小 公式 B": 

HĖA; — B) > (AP — B*)), i = 1,.,n. (8.2.15) 
定理 8.2.15 A A}, ,BEF(S), islen. Æ Zh: 
(让 多 重 广义 MP 问题 (8.2.2) 的 CRIES E TSERE At 

此 可 话 等 价 ， 
(ü) B* 是 (8.2.2) 式 的 解 , 则 
| B* as V (A? A (A; — B)). (8.2.16) 

证 由 定理 8.2.10， 定理 8. 2.12 和 定义 8.2.14 知 由 (8.2. 

16) 式 给 出 的 B" 是 多 和 量 广 义 MP 问题 (8.2.2) 的 解 .以 下 只 须 证 


明 这 个 如 "是 (FE(S),<) 中 使 48.2.3S5) 式 成 立 的 最 小 公式 即 可 ， 
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事实 上 ,B* 满 足 (8.2.15) 式 可 像 证 明定 理 8.2.12 的 (这 那样 去 证 ` 
明 , 以 下 证 明 其 最 小 性 . 设 公式 C 满足 

HCA; > B) > (A? — C)),i = Ln. 
MJH(P--(Q—R))==(P A Q 一 R) 得 

(Az A (A, = B)— 0),i = 工 
因为 定理 的 交 是 定理 ,由 上 式 得 | 


F AG A (A, > B) — O). 
EA (PQN V PQ), DL h sts 


(V (Az A (A, — B)) > O). 
由 些 即 得 B* <C. 这 就 证 明了 B* 的 最 小 性 . 
注 8.2.16 在 形式 系统 乡 中 考虑 由 (8.1.4) 式 定义 的 运算 
的 . 设 A,BEF(S), 由 (8.1.4) 式 得 
A@B=—(A—~>—B)=AAB. (8.2.17) 
现在 分 析 一 下 FMP 的 三 1 解 B" .在 (8.1.9) 式 中 ,B*(y) 的 表达 
式 对 于 每 个 yE Y 都 是 一 样 的 .如 果 略 去 这 个 y 不 写 , 并 把 
Rolu v) H E w 一 5", 则 有 . 
: B* = supi A" (z) & (A(z) —B)}. (8.2.18) 
再 考 赎 形式 系统 了 中 多 重 广义 MP 问题 (8.2.2) 的 解 (8.2.16) 式 . 
设 导 = f,en HEE A 与 4 分别 写 成 4&fYz) 与 4A“(z) 的 形 
式 ,把 V 写成 sap ,再 由 (8.2.17) 式 ,把 人 改写 为 @, 则 (8.2.16) 式 
可 写 为 f 
B` ~ suplA’ (z) @ (A(z) — B)}, (8.2.19) 
这 与 FMP 的 表达 式 (8.2.18) 完 全 相同 . 又 ,如 (8.2.17) 式 所 示 ， 
由 于 在 中 多 与 人 是 一 致 的 ,(8.2.18) 式 自然 也 表示 FMP 的 CRI 
解 .由 此 看 出 ,在 经 典 二 值 逻 辑 系统 中 多 重 广义 MP 问题 的 求解 机 
制 和 Fuzzy 推理 中 MP 问题 的 三 1 解 以 及 CRI 解 的 求解 机 制 完 全 


相同 . 这 表明 在 经 典 二 值 逻 辑 系统 中 本 来 就 存在 着 与 FMP 相对 
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应 的 理论 ,只 不 过 以 前 没有 被 注意 而 已 , 正 是 由 于 受到 FMP 问题 
的 启示 ,我 们 才 发 现 了 它 的 存在 . 又 ,在 下 面 我 们 还 要 进一步 从 语 
构 上 在 多 值 系统 L 中 给 出 FMP 的 非 Fuzzy 形式 ,最 后 再 从 语义 . 
上 于 乡 中 以 及 于 Lukasiewicz 三 值 系统 L, 中 给 出 FMP 的 非 
Fuzzy 形式 . 


88.3 多 值 逻 辑 系统 Z 中 的 广义 与 
多 重 广义 MP 规则 的 语 构 理 论 


现在 刹 到 我 们 于 第 三 章 中 建立 的 多 值 逻辑 系统 2' 中 .注意 在 
关中 演绎 定理 不 成 立 . 这 时 F(S) 是 由 S= pi, p, ÆRE 
(一 ,V ,一 ) 型 自由 代数 ,逻辑 连接 同一 , V 与 -> 是 相互 独立 的 .在 
F(S) 中 仍 引 入 预 序 <, 这 里 4<B # HAB). E LPRA 
人 了 根 的 概念 ,并 证 明了 凡 F(S) 的 有 限 子 集 都 有 根 , 这 一 理论 在 
2 中 不 再 适用 .我 们 有 下 面 的 

注 8.3.1 Æ Fp, Er=]A, B}, W AAB 不 必 是 DCT) 
的 最 小 元 . f 

事实 上 ,在 个 中 容易 证 明 A 一 (B 一 A AB) 是 定理 ,由 此 可 证 
AAB6D(T).X.,(A— —B)—=(A— 一 日 ) 显 然 是 定理 . 由 此 出 
发 分 别 使 用 可 证 等 价 定理 3.2.22 的 ix) 与 x) 依 次 得 出 

H(A — ((A >——B)— —B)) 
与 
| H(A — (B——(À > —B))). (8.3.1) 
由 这 最 后 一 式 便 知 一 (A->-B)ED(T). 当 有 赋值 ov 使 v(A)= 


o(B)= 志 时 (比如 当 A ,BB 分 别 为 原子 公式 p 与 g 时 这 就 是 可 能 


的 ) 有 ov(AAB)= 方 ,但 v( 一 (A 一 一 B))=0. 可 见 AAB< 一 
(A 一 B) 是 不 成 立 的 , 即 4 人 日 不 是 D(P) 中 的 最 小 元 . 
由 注 8.3.1 知 中 的 定理 8.2.8 在 2 中 不 再 成 立 .在 88:2 


中 给 出 的 广义 以 及 多 重 广义 MP 问题 的 CRI 解 理论 在 £" 中 不 再 
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适用 .但 那里 关于 广义 与 多 重 广义 MP 问题 的 三 I 解 理论 完全 可 
以 推广 到 系统 2" 中 来 . 
在 乡 中 成 立 的 (8.2.17) 式 在 Z" 中 也 不 再 成 立 , 即 ， AQB 与 
4A 昌 不 必 是 可 证 等 价 的 . 
定理 8.3.2 设 4,BEF(S), 刚 (FIS),<) 中 存在 最 小 的 
公式 C 满足 条 件 
HA— (B — C)) (8.3.2) 
B . 
C =s A (9 B = —(A — —B). (8.3.3) 
证 由 (8.3.1) 式 立即 看 出 由 (8.3.3) 式 给 出 的 C 满足 (8.3， 
2) 式 ,以 下 证 明 其 最 小 性 . 由 可 证 等 价 定理 3.2.22 得 
(A @ B) — A) = (一 (4 一 一 有 ) — A) =s (~A — (A — —B)) 
= (A — (~A ——PB)) == (A — (B — A)). 
上 面 最 后 一 式 为 (L'1), 所 以 
HA WB— A). (8.3.4) 
同 理 可 证 
F(AG B— B). (8.3.5) 
由 (8.3.2),(8.3.4) 和 (8.3.5) 出 发 运用 HS 即 得 上 (A 的 B) 一 
C), 即 4 的 B<C. 这 就 证 明了 4 的 B 的 最 小 性 . 
定义 8.3.3 A,A”, BEF(S) EZ h,” X. MP 问题 
(8.2.1) 式 的 三 I 解 B*E), <) FETARE B": 
HA — B)— (A — B*)). 
由 定理 8.3.2 与 定义 8.3.3 立即 得 出 . 
定理 8.3.4 设 4,4" ,BERF(S), 在 空中 ,广义 MP 问题 
{8.2.1) 的 三 I 解 B* 存 在 , 且 
B* == A" @ (A — B). (8.3.6) 
定义 8.3.5 BALA? B€ F(S),i=l,--,n. Æ Z P, 
重 广义 MP 问题 (8.2.2) 的 三 I 解 B" E (F(S), < PETRY 
的 最 小 B*: 
HUA; — B) — (A7 — B*)),i = 1,…,n. (8.3.7) 
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定理 8.3.6 W A,A, ,B€F(S),i=1,- n. €Z th,£# 
重 广义 MP 问题 (8.2.2) 的 三 I 解 B* 存 在 , 且 
B* =V (Af @(A,— B)) 
. = supl A* (z) @ (A(z) — B)} ,(8.3.8) 
KE X=l,- n IB A*(z)=AZ,A(z)=A,. 

证 设 B* 如 (8.3.8) 式 所 示 , 则 由 定理 8.3.2 以 及 A? Q 
(A—B)<B* (i=1,…,7n) 知 B* 满足 (8.3.7) 式 .以 下 证 明 其 最 
小 性 . 设 C€ F(S), H | 

eA — B)— (Az > C)),i = 1,.…,n. (8.3.9) 
不 难 证 明 

(P— (Q — R)) = (Q > (P — R)) == (P @ Q — R). 

所 以 由 (8.3.9) 式 得 | 

HA? (A,> B) > C),i = 1 
由 此 即 得 

FA (A: @(A;— B) — C) 
和 
F(V(AF@(A B) C) (8.3.10) 

由 (8.3.10) 式 得 F(B*—C), Am B* <C. 


88.4 二 值 逻辑 系统 9 中 广义 MP 规则 的 语义 理论 


从 语义 的 角度 在 中 寻求 Fuzzy 推理 的 非 Fuzzy 形式 要 更 为 
直接 与 自然 . 回忆 Fuzzy 推理 的 三 I 解 的 原始 定义 . 设 A (z), 
 A*(z)5 Bo) 2AE X 5Y EÉ Fuzzy 集 ,那么 FMP(8.1.1) 
式 的 三 I 解 B” X: Y 上 满足 下 式 的 最 小 Fuzzy 集 : 

(A(z) > B(y)) —(A*(z)-=B*(y)) = 1,r € X,y € Y. 
| (8.4.1) 
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设 0 是 全 体 赋值 w:F(S)->10,1| 之 集 ,这 里 F(S)EH S= {pi， 
pu 生成 的 (一 ,一 ) 型 自由 代数 ,4 E Q 的 非 空子 集 . 设 wEA 
ERE, W v 是 F(S) 上 的 二 值 函 数 , 它 作用 于 变 元 公式 A 上 的 值 
过 去 总 写成 v(A). 但 换 一 个 观点 , 设 AEF(S) 已 取 定 , 则 A 可 
DDR IEA 上 的 二 值 函 数 , 它 作用 于 v 时 的 值 自 然 应 写成 A(w), 因 
为 这 时 赋值 v 反而 成 了 变 元 .本 节 中 我 们 就 把 一 个 公式 A 看 成 一 
个 函数 A;14 一 10,1} , 即 A 自然 导出 的 那个 函数 .同样 地 ,把 公式 
B 看 成 函数 B:3*10,1| ,等 等 . | 
定义 8.4.1 设 4,A*,BEF(S),4A, 了 是 人 的 非 空子 集 . 
在 2 中 ,广义 MP 问题 (8.2.1) 的 (4, 马 型 三 I 解 了 是 FS) 中 
满足 以 下 条 件 的 公式 ， 
(DYvEA, YuE, 

(A(v)— B(u)) > (A* (2) — B * (u)) = 1. (8.4.2) 
(ü) Z CEF(S) 满 足 YvEAh, YuE5， 

(A(v) > B(u)) => (A* (o) > C(u)) = 1, 
则 i 
Yu € Z,B* (u) < Clu). (8.4.3) 

Ë ES -— 33 f Ro. 

注 8.4.2 人 站 将 (8.4.2) 式 与 (8.4.1) 式 相 比 较 可 看 出 ,在 经 
典 二 值 逻 辑 系 统 2 中 完全 可 以 考虑 与 FMP 同样 的 问题 ,只 不 过 
论 域 已 由 原来 是 任意 的 集合 包 与 Y 改变 为 人 的 非 空 于 集 4A 5 > 
了 .由 于 的 势 为 c, 这 自然 是 一 种 限制 . 

(i) 原 来 在 求 FMP 的 三 1 解 时 ,只 须 给 出 其 计算 公式 (8.1.9) 
即 可 ,这 时 无 论 算出 的 B*(y) 的 值 如 何 ,都 确定 Y 上 的 一 个 函数 
B*:Y 一 [0,1], 也 就 得 出 Y 上 的 一 个 Fuzzy 集 .但 现在 的 情形 要 
复杂 许多 ,因为 对 于 王 上 的 任意 函数 B.X—10,1) ,我 们 并 不 知道 
这 个 B 是 否 能 由 FC(S) 中 的 一 个 公式 所 自然 导出 .因为 上 的 二 
值 函 数 可 密 至 2° 个 而 F(S) 中 的 全 部 公式 才 不 过 可 数 多 个 ， 

GDE, DEZ I RBR REAR, RAA H 
些 条 件 满足 时 并 不 能 肯定 BR Ci. HAAA DAAE, 
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B“ 只 是 对 于 允 中 的 一 部 分 赋值 而 言 比 C 小 ,这 不 能 保证 B *—C 
是 重 言 式 ,更 不 能 保证 B *— C 是 定理 .所 以 这 里 不 再 使 用 F(S) 
上 由 语 构 意 义 下 给 出 的 预 序 人 <. 

定理 8.4.3 W A,A" .,BCF(S),A,Z E Q 的 非 空子 集 ， 
EZAR, MEL PX MP 问题 (8.2.1) 的 (A, 台 ) 型 三 I 解 存 
在 . 设 B' 是 这 样 一 个 解 , 划 i 

B*(u)= supl A * (o @(A(2)— Blu), u € X. 


. (8.4.4) 
为 证 此 定理 ,我 们 需要 两 个 引 理 . 
引 理 1 设 允 = | tesu, CQ, lan ya) 是 一 个 0- 工 序 
列 , 则 F(S) 中 存在 公式 A 满足 条 件 f 
(A) = a; i=1,: (8.4.5) 
= 我 们 用 归纳 法 证 明 . 设 n=1. 令 u= pe stu (p= 
01. 若 U, 非 空 ER p€ Ui, 分 别 视 a1=0 或 a1=1 而 令 A 为 证 
或 一 pp, 则 wi1(A)= al 成立 .车 U 为 空 集 , 任 取 pE5, 分 别 视 a, 
=0 或 xi=1 而 令 A A> p Rp, M a (A)= aí PRE. 
设 引 理 1 对 n=& 成 立 ,以 下 只 须 证 引 理 1 34 > = k +1 B+ 
成 立 . 设 n=k+1, B, E= {uil A 
U. = {p E Slu(p)= 0,i =1,7,k +1. (8.4.6) 
因为 ui u ERR 0 与 圭 两 个 值 的 不 同 的 函数 ,所 以 U, 
… ULUA+1 互 不 相等 .注意 这 是 +1 个 集中 必 有 一 个 集 U* 不 包含 任 
何其 它 集 ,因为 反之 则 将 得 出 互 不 相等 且 层 层 包 含 的 无 穷 集合 序 
列 这 一 矛盾 . 设 URE U Ui+1 中 不 包含 任何 其 它 集 的 一 
个 集 , 不 失 一 般 性 ,不 妨 设 U* = Up Blaar EAER 
0 一 1 序列 ,由 归纳 假设 知 存 在 公式 AC F(S)M R: £ 
ui(A) = ai 并 (8.4.7) 
因为 U- U'Z@(i= 1, k) KEE p1,…, 妈 满足 
b € SY (Ə(U,-U*), i= 1, (8.4.8) 
# ap+171, ŒX% B HAVC A: Ap). XPH (8.4.8) 5 
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(8.4.6) 式 知 ui(p1 人 … 信 pa) 二 0, 从 而 有 
ui(B)= z (A) V u;( bi A A Pa) 
= mA),i = 1,,k, (8.4.9) 
| X,H pi 所 U* 一 U1 (8.4.60) uy+4(b )=1(; =1,,%). 
所 以 
upal B) = upal A) V wer(pi A ` A Pe) 
= war A) V min ugel pi) ss ttr Pi)) 


= upal A) V 1=1= k+l- (8.4.10) 
由 (8.4.9) 式 与 (8.4.10) 式 得 | 
ui(B)=a, i=1,- E +1. (8.4.11) 


Ea =0,EX B NAA( pi Ve V p). kB (8.4.8)=k 
与 (8.4.6) 式 知 u,(— pi V i: V p= AA 
u (B)= u; (A) A u(—bi V V pa) 
= lA) A1 = ulA) i= 1,.…,k. (8.4.12) 
又 ,由 p:& U, . (8.4.6) ur+1( Pi) =0(i=1,…,k). 所 以 
uka (B) = uA (A) A max(urnt pi) stia (T pa)) 
= tgl A) A 0=0= ak+l， . (8.4.13) 
由 (8.4.12) 式 与 (8.4.13) 式 仍 得 出 (8.4.11) 式 , 即 , 引 理 1 对 = 
k +1 成 立 .这 就 证 明了 引 理 1. 
引 理 2 设 a,a” ,b,cE[0,1], 一 是 RAF, M 


G) (a—b)==(a"—a*@Q(a—=5b))=1. (8.4.14) 
(ü 如 果 (a 飞 5) 一 (a* 一 c)=1, 则 
a" @ (a > b) < c. (8.4.15) 
证 (in | 
a" + (a > b)<1, (8.4.16) 


. 则 由 命题 8.1.3 知 a* 的 (a 一 5)=0, 从 而 由 (8.4.16) 式 得 
(a*— a" (amb))=a*—+0=1 —a* 之 (a — b), 
故 (8.4.14) 式 成 立 .如 果 a* +(a->5)>1;, 则 由 命题 8.1.3 知 a* 
@(a—b)=a“" A(a->5). 对 于 任意 的 z,y,zE[0,1], 易 证 
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z—yAÀAz=(r—y) A (z —x), z— (y z) =1. 
所 以 
(a—b)— (a * >a" @ (a — b)) 
=(a —b)— (a* =a" À (a — b)) 
=((a =b)—(a" —a*")) A 
((a— b)— (a * > (a > b))) 
=((a—b)— 1) A 1 = 1. 
故 (8.4.14) 式 仍 成 立 .这 就 证 明了 (i). 
Gi)WE(a—b)—=(a"—c)=1,MW|(a—b)<(a*—c), 这 时 由 
命题 8.1.2 即 得 
a" @ (a — b) = (a — b) @ a * < c. 
这 就 证 明了 (ii). 
定理 8.4.3 的 证 明 ” 先 假 设 F(S) 中 的 确 存在 一 个 公式 B* 
满足 (8.4.4) 式 , 则 
B” (u) >A" (v) O (Alv) — Blu)),v € A,u € y, 
从 而 由 引 理 2 知 (8.4.2) 式 成 立 , 即 ,号 满足 三 工 解 的 条 件 ( 划 .其 
次 设 C 满足 
(Afv) = B(u))— (A*(o2)— C(u)) = 1,ə € A,u € Y. 
则 由 引 理 2 知 VoE4 | 
A` (v) Q (Alv) — B(u)) SClu). 
从 而 由 (8.4.4) 式 便 知 (8.4.3) 式 成 立 , 即 ,B* 还 满足 三 I 解 的 条 
件 ( 这 .所 以 如 果 有 公式 也 满足 (8.4.4) 式 , 它 就 是 所 求 的 广义 
MP 问题 的 (4 ,>) 刹 三 I 解 .以 下 只 须 证 明 FCS) 中 确 有 公式 B" 
满足 (8.4.4) 式 ,事实 上 R X= lu, u, l, 
a; = sup A" (v) (Alv) > B(ui))1,i = 1, n, 
则 a€ 10,11(i=1,- n). AT a1,…,a, 是 一 个 0 一 1 序列 ,由 
引 理 1,F(S) 中 有 公式 B* 满足 
ui(B*) = a;, i = 1,,n., (8.4.17) 
而 (8.4.17) 式 正 是 公式 (8.4.4)， 
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$ 8.5 Łukasiewicz 三 值 系 统 L, 中 广义 
MP 规则 的 语义 理论 


首先 注意 ,对 于 三 值 系统 而 言 ,Eukasiewicz MAMAT Ru 
与 Ro 相同 .其 次 ,分 析 一 下 定理 8.4.3 的 证 明 就 会 发 现 ,这 个 定理 
是 否 成 立 取决 于 引 理 1 与 引 理 2 是 否 仍然 有 效 . 引 理 2 显然 对 
Ris 仍 成 立 ,因为 如 果 限 定 那 里 的 a,a* ,6 Me 仅 取 三 值 ,0, 寺 ,1 
的 话 , Ri 等同 于 Ro, 所 以 定理 8.4.3 是 否 对 上 ukasiewicz 三 值 系 
统 仍 成 立 就 取决 于 引 理 1 是 否 可 以 推广 到 三 值 系统 中 去 了 . 但 这 
一 问题 要 稍稍 复杂 一 些 .事实 上 ,考虑 下 面 的 | 

问题 8.5.1 Ú O 是 全 体 赋值 vw:F(S)->Ls 之 集 , 这 里 工 3 
= 10, 二 ,1 是 Lukasiewicz ZERA, 8 = ful u |C a, 
(ar a, ERF L, 的 序列 . 问 F(S) 中 是 否 有 公式 A 满足 

uitA) = ai = i, r,a. (8.5.1) 

(8.5.1) 式 与 (8.4.5) 式 虽 完 全 一 样 ,但 此 处 的 a, 是 可 以 取 0 与 1 
之 外 的 地 这 个 值 的 . 


定义 8.5.2 上 述 问 题 称 为 赋值 决定 公式 问题 ,简称 为 VDF 
问题 {valuationally decided formula question). 

注 8.5.3 VDF 问题 在 L; 中 一 般 不 可 解 ,事实 上 , 设 工 = 
lul ;这 里 ui 在 每 个 原子 公式 bP 处 的 值 都 为 0 或 1. 再 设 a= 


J , 则 (8.5.1) 式 无 法 成 立 (这 时 n=1), 因 为 YAEF(S),ui(A) 
€ {0,1}. 

定义 8.5.4 Ls 中 的 VDF 问题 叫做 合 更 的 ,如 果 当 ai =+ 
时 方 Euw(S) 成 立 ， 


引 理 3 Ls 中 的 VDF 问题 是 可 解 的 当 且 仅 当 它 是 合理 的 . 
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证 “只 须 证 充分 性 . 设 合理 性 条 件 已 经 成 立 . 令 
U, = ip € Slu(p) = hi = 1,,n. (8.5.2) 


用 归纳 法 证 明 VOF 问题 可 解 . 设 "= 1. 若 al = + , Bi i A Bit u 


有 po€S 使 wi(po)= 方 , 故 令 A 为 po 即 可 .车 a1=1 或 a1=0， 
MER p€ S 且 相 应 地 令 A 为 p>p 或 了 (pp) 即 可 . 设 n=& 
时 合理 VDF 问题 的 可 解 性 已 证 明 , 令 n=k&+1,3= [unt 
uC, laita EÈ La 中 的 序列 .考虑 集 族 u= { U1,…， 
U,, 11 .如果 民 中 的 集 全 是 空 集 , 则 由 引 理 1 即 得 引 理 3 中 可 解 性 
的 证 明 .所 以 可 设 汉中 含有 非 空 集 .在 华中 选 一 极 大 集 , 即 ,不 真 
包含 于 任何 其 它 集 的 集 , 设 为 U ,这 时 氏 中 可 能 包含 与 U, 相等 
的 集 , 设 其 全 体 为 Ui ,…,U; , 则 

U, = = = U, # @ B U, - U; # 2, 


L= 1l,-",mij & {ip simi. 
为 简便 计 且 不 失 一 般 性 可 设 u =1(15=1,";m) i, U1, Um 
是 所 中 一 组 满足 下 述 条 件 的 集 : 

Ui = = U, # ë B U, - U, Z g, 

i= l," ,mim < j< k + 1. (8.5.3) 

令 | 
Wi= |p € Sl wu(p) = 01,i =1,..…,m, (8.5.4) 

则 Y%= 到, W, | 中 的 集 两 两 不 相等 ,这 是 因为 ugs u, 是 
两 两 不 同 的 赋值 且 已 经 有 U= = Un 成 立 . 所 以 当 m 22 RJ 
中 至 少 含有 一 个 非 空 集 . 以 下 证 明 F(S) 中 存在 公式 D 满足 条 件 


二 i=1 
(D) =12 (8.5.5) 
0, 了 = 2 十 工 
事实 上 ,车 m =1,% 
D=AlpA—plp€EU|, 
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M m (D)=3, RAY PEU u (p)= T. X .t(8.5.3)st38V; 
>m=1 A HEU- UMA u, (p;)=1 È u,(p;) =0, AT 
wD) S ul p; A >p) = 0,;j =2,--- E + 1. 

所 以 (8.5.5) 式 成 立 .以 下 设 mw 之 2. 在 党 中 选取 一 个 极 小 集 , 比 如 
是 Wi, 则 Wi 不 会 真 包含 任何 其 它 集 .注意 W 中 的 集 两 两 不 等 便 
得 

W- W, Z Z,i = 2," m. 
选取 原子 公式 9; 使 
q € SAN (W, — Wi) i =2 p,m. 
则 | 

ulg) = 0,i = 2," ,m. 

H U1=…= U, 及 Wi 5 U, 的 意义 知 

W; NU =Ø, ij = 1, ,m. 
所 以 由 g, € W, Blq,& U,, X, gW, BL 1 


u1(q;) = l,i = 2," *,m. (8.5.6) 
令 
B=A!le6A—pb1p6 Ui, 
C = q À e À ams 
D = —(C— B) A B, (8.5.7) 
则 由 (8.5.6) 式 知 vi(C)= 1, 从 而 由 si(B)= 亏 得 wi(D)= 开 . 


再 设 满足 2<Çis<<m. MH gE W, Aula) = 0, ATH (S. 5.7) 
式 得 ww (C) =0 #l u; (D) =0. 最 后 设 ; W Em <;=k+ 1, 由 
(8.5.3) 式 ,可 取 p€ U1- U;, 这 时 (p) AE FDU 
wD) S (B) S ulh; A ~p) = 0, 
从 而 wy(D)=0. 这 就 证 明了 (8.5.5) 式 . 
由 归纳 假设 知 F(S) 中 有 公式 4 “满足 
(A) = api =2,-. hb + 1. (8.5.8) 
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设 Ls 中 一 个 新 的 值 ci 已 给 定 ,以 下 证 明 F(S) 中 有 公式 A 满足 . . 
n=k+1 时 的 (8.5.1) 式 . 
(G) a1=1, €X A WTF: 
A = A" V (>D — D). 
由 (8.5,8) 式 和 (8.5.5) 式 得 
u (A) = wl A”) V u, ~D — D) 

= a; V (u;/(—D)— u ,(D)) 

= a; V (1>0) = a; i= 2, k + 1. 
又 ,由 (8.5.5) 式 得 f 

u (A) = a i(A*) V Cu >D) — u (D)) 


= u (A*) V dd) =1= al、 
所 以 A 满足 n =k+1 时 的 (8.5.1) 式 . 
Giit a1=0, 定 义 入 如 下 : 
A = A* A (—(C—D — p)). 
这 时 类 似 于 (Qi) 可 证 A 满足 n=&+1 时 的 (8.5.1) 式 . 
GHE a, =+. 定义 A 如下: 
t M u(ning 
A=A* A—D, 
则 由 (8.5.8) 式 和 (8.5.5) 式 得 
witA) 一 ui(A*) A z (—D) = a; Al 二 "Cis8 = 局 +1, 
H . 
(A) = a(A")A (>D) = (A) A T = 3 = a. 
2° H u (A *)=0B + 
A=A*VD, 
则 由 (8.5.8) 式 与 (8.5.5) 式 得 
u; (A) 一 u (A) V u (D) = a; V 0 = G; 一 2 十 1, 
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ulA) = a(A") V (D) =0V + = = a 
总 之 当 al = 六 时 仍 有 A WJ n = k + 1 时 的 (8.5.1) 式 . 
至 此 引 理 3 已 证 毕 . 由 引 理 3 与 引 理 2 即 可 像 证 明定 理 8.4.3 
一 样 证 明 下 面 的 
定理 8.5.5 设 A,A*,BEF(S);A,5 是 介 的 非 空子 集 ,z 
有 限 , 且 相 应 的 VDF 问题 是 合理 的 , 则 在 Lukasiewicz 三 值 系统 


” 工 : 中 广义 MP 问题 (8.2.1) 的 (4 ,5) 型 三 1 解 存在 . 设 B* 是 这 样 


一 个 解 , 则 

B*(u) = sup | A * (u) Q (A(ə2)—— B(u))l,u € X. 

我 们 看 到 ,广义 MP 问题 的 语义 解 理 论 与 Fuzzy 推理 高 度 相 
似 ,只 是 其 中 对 三 提出 了 有 限 性 的 要 求 ,又 ,$8.4 和 88.5 只 是 
在 经 典 的 二 值 系 统 和 Eukasiewicz 三 值 系统 中 讨论 了 广义 MP 问 
题 .可 见 沿 此 方 襄 尚 有 大 景 的 工作 可 做 .我 们 提出 以 下 问题 供 读者 
考虑 : 

问题 8.5.6 (i) Bf 4 Ë n 值 乃 至 连续 值 系统 中 建立 
VDF 问题 的 求解 理论 ? 

《这 如 何 将 (A, 忆 型 三 工 解 理论 一 般 化 ? KFI # BE 03 
求 可 否 删 除 ? 
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多 值 系统 W, ,W 15 W §2,5(1) 
多 重 广义 MP 问题 (CRI 解 ,三 I 解 } 


8.2.2,8.2.14,8.3.5 


《4 于) 型 三 T 解 8.4.1,8.4.3,8.5.5 


E 


8 重 言 式 7.3.5 emi 7.2.26 
EREA LS 7.3.5 EMRA 7.2.27 
ERE O 7.3.3 ¿W 3 7.3.5 
F 
[F] tm . 4.1.15 F FB L-fuzzy 推理 系统 6.5.1 
发 散 度 . 5.5.12 已 上 的 抽象 六 fuzzy 语 多 6.5.1 
FATI 84.3(2) F F3 Te 而 育 的 非 运 算 6.6.1 
斐 旋 那 契 数列 5.5.8 WË 1.2.16,2.3.4 
FITA $4.3(2) ”赋值 格 2.2(1) 
分 解 定理 4.1.17 ”赋值 中 介 4.1.10 
分 离 规则 1.2.3 ”赋值 中 介 的 特征 定理 4.1.18 
分 子 格 $6.5 ”Fuzzy 推理 §4.3(1) 
五 上 的 抽象 二 模糊 推理 系统 6.5.1 下 中 的 免 证 明 7.1.17 
F 上 的 抽象 上 模糊 语义 6.5.1 ” 舌 值 决定 公式 问题 (VDF 问题 ) 8.5.2 
G 
关于 规则 > 闭 7.1.10 公式 1.2.1,7.3.1 
关于 ITE 7.1.27 G¿del 的 三 值 系统 G, 82.3(4) 
广义 重 言 式 2.5.2 AAH 6.3.5 
广 祥 重 育 式 的 重 育 式 表示 定理 2.5.21 广 久 MP 问题 {CRI 解 ,三 I 解 ) 
公理 1.2.2,3.2.1 8.2,1,8,2.11,8.3.3 
根 3.2.5 ¿HE 8.2.9 
公理 化 7.1.30 
H ; 
Hausdorff HE A 5.5.17 H 7.4.2 
合 取 81.2(2) ”还 原 算 法 4.4.11 
合 取 范式 1.2.13 Hypotheical Syllogism 1.2.8 
Heyting 链 7.2.12 BQ VDF 问题 8.5.4 
HS 1.2.8 . 
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庆 ( 极 大 ) 恋 子 
积分 不 变性 定理 
积分 HS 规则 
积分 MP 规则 
积分 交 推 理 规则 
积分 推理 规划 
积分 相似 { 度 ) 
简单 合 取 式 


DETE LES 
可 靠 性 定理 
可 满足 


(L a JERAM 
(La MHEAN 
工 一 分 离 规 则 
L-fuzzy Ë ñ Ñ, 
了 -fuzzy 矛盾 式 
L-fuzzy 语 义 
理论 

联络 

连续 稠密 

连续 抽象 迎 辑 
连续 抽象 推理 系统 
连续 算 子 
Lindenbaum 代数 
Lipschitz 算 子 
工 一 集 

上 一 结论 算 子 
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7.4.18 
5.1.12 
85.1(4) 
85.10 
85.14) X#+ `` 
$5.1(4) FHE 
5.3.1 句子 

1.2.13 WHAE 


简单 析 取 式 
交 推 理 规 则 
近似 推理 

近似 准 推理 


K 


2.5.15 可 证 等 价 
1.2.21,4.1.1 可 证 等 价 定理 
6.2.3 Kleene 的 三 值 系统 K; 


L 


7.4.11 £ -Lindenbaum 代数 
7.4.14 ”类 类 不 空 
7.4.10 ER 
6.5.2 WT 
6.5.2 Łukasiewicz 伴随 对 
6.5.1 Łukasiewicz 单位 区 条 
6.2.1 Eukasiewicz 链 
7.3.1 Łukasiewicz z 值 系统 工 。 
6.3.13 
6.3.8 
6.3.8 
6.3.3 
1.2.28 


zuan 
逐 辑 等 价 
W 863 T 
逻辑 紧 臻 算 子 
7.2.16 L- Hik 
$7.12) 工 -语法 结论 算 子 
7.1.1 工 ~ 规 则 


Lukasiewicz ZH RE La 


1.2.13 
3.2.2 
85.5 
85.5(3) 
6.5.5 
1.2.25 
1.2.1 
5.1.4 


1.2.11,3.2.10 
3.2.22 
$2.3(3) 


3.3.1 
2.5.18 
2.5.18 

-7.2.28 

7.2.7 

3.3.7 
7.2.12 

82.4(1) 
$2.3(1) 

6.2.6 

1.2.26,4.1.22 

6.2.6 

6.3.9 
7.1.12 
7.1.13 

7.1.8 


(RIHM) 
(RFM) 

(条件 )(Mi)(i=2,…,8) 
矛盾 度 

+E 

满足 

命题 


n 次 发 散 度 
n REEE 


- (P, PAR 
(P, 8) 公 式 代数 
已 还 原 算法 


强 剩余 格 
全 发 散 


(条 件 )(Ro) 
(条 件 )(R1) 

(条 忻 )(BR)(i=2,…,8) 
CAHE (Ry) 

Ro 代数 

Ro 代数 同 态 

Ro 单位 区 间 

Ro 方 体 

r 关于 #n[ 


7.21 (n KERF 
7.2.3 M-nJik tE 8 
7.2.8 MP 

6.5.2 MPH 
6.5.2 Modus Ponens 
1.2.23 (WEK) BIR 
1.2.1 模型 


5.5.12 x 值 系 统 
5.5.7 


7.3.1 MEEF) 
7.3.1 ”匹配 指数 
4.4.11 “平衡 的 


Q 


7.2.23 2% 
5.5.12 WRKF 


7.2.1 民 积 分 相似 度 


7.2.3  Ro-Lindenbaum 代数 


7.2.8 Af 
7.4.4 HSMM) 


3.3.11 R 型 一 三 IT 算 法 
3.3.10 ”Ro 型 a 三 IMT 算法 
3.3.5 ”Ro 型 三 IMT 算 法 


3.36 R, 型 三 I 算法 
7.1.27 RAE 


7.3.1 
4.1.13 
1.2.3 

3.2.2 

1.2.3 

7.1.17 
1.2.23,6.2.3 


§2.4(1) 


7.2.16 
7.2.16 
6.6.5 


7.2.24 
8.1.1 


5.3.1 
4.1.24 
7.2.16 

3.2.8 
4.5.13 
4.5.17 
4.5.16 

4.4.7 

35.1.3 
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三 1 算法 84.4(1) ”生成 的 闭 包 系统 
商 代数 定理 7.4.16 “升级 算法 
上 升 链条 件 7.1.23 Mat 
生成 的 闭 包 算 子 6.1.9 双 小 于 
T 
全 一 代数 1.1.4 工 型 所 代数 
T 同 构 1.1.9 推理 算 子 
工 一 同 态 1.1.7 
w 
Wins W;,,1 2.5.8 Way-below 
完全 的 6.6.5 误差 为 e 的 淮 推论 
(证 明 ) W ZFX 的 值 7.1.18 
x 
析 取 81.2(2),7.3.1 相 容 的 
FREA 1.2.13 ” 相 容 试验 规则 
系统 Z° 3.2.3 ”信息 
系统 W, 82.51) 型 
下 降 链 条 件 7.3.11 修正 的 Kieene 算 于 
演绎 定理 1.2.7 ”语法 结论 
一 组 公理 6.2.1 语义 HS 规则 
水 假 式 1.2.19 语义 结论 
水 真 式 1.2.19 ”语义 MP 规则 
由 人 《 工 ,J,a)? 导 出 的 抽象 推理 系统 ”6.4.1 原子 公式 
# m * 6.5.4 ”原子 命题 
有 限 工 -fuzzy 集 6.5.4 
真 度 | 5.1.4。” 真 度 在 [0,1] 中 的 分 布 


6.1.9 
2.5.19 
7.2.9 
6.3.12 


1.1.4 
6.2.1 


6.3.12 
5.5.20 


3.3.16,6.2.1 
7.4.15 
6.2.1 
1.1.3,7.2.24 
82.5(1) 


7.1.14 
84.1(2) 
7.1.6 
$4.12) 


.2.1,7.3.1 


1.2.1 


$5.2 


OA TAA 的) 征明 
《证明 的 ) 值 

支持 度 

逐步 推理 系统 

准 重 言 式 

准 定理 


1.2.6,3.2.4 
7.1.18 

4.5.2 

6.4.1 

2.3.7, $2.44) 
5.5.5 


准 推理 
准 证 明 

子 代数 

+ Ro 代数 
自由 半 群 

B H TR% 


5.5.7 
5.5.5 
1.1.10 
3.3.11 
1.1.15 
1.1.13 
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